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Abriss  einer  Theorie  der  Abel' sehen  Functionen  dreier 

Variabein. 

In  der  vorliegenden  Arbeit  ist  der  Versuch  gemacht,  aus  den 
Sätzen,  welche  über  die  allgemeinen  Tlieta-Functionen  beliebig  vieler 
Variabein  gelten,  und  unabhängig  von  der  Theorie  der  algebraischen 
Integrale,  zu  einer  Theorie  der  Abel'schen  Functionen  dreier  Variabein 
zu  gelangen.  Die  Lösung  dieser  Aufgabe  ist  von  Herrn  Weber  in 
der  Abhandlung:  ,,  Theorie  der  Abel'schen  Functionen  vom  Geschlecht 
3,  Berlin  1876"  begonnen  worden,  und  ich  würde  ausgehen  können 
von  dem  auf  'S.  37  der  angeführten  Schrift  aufgestellten  Additions- 
theorem. Indessen  sei  es  gestattet,  die  Grundeigenschaften  der  Theta- 
Functionen,  auf  denen  dasselbe  beruht,  hier  noch  einmal  darzustellen, 
und  zwar  mit  Anwendung  der  Methoden  und  Bezeichnungen  von  Herrn 
Weierstrass,  der  mich  zu  dieser  Arbeit  angeregt  hat.  Der  Inhalt 
der  drei  ersten  Paragraphen  rührt  von  Herrn   Weierstrass  her. 

Erster  Theil. 
§  l. 
Die  allgemeinste  Theta-Function  von  p  Veränderlichen  («j ,  u2 . .  .  u$) 
ist  definirt  durch  eine  Reihe  von  der  Form : 

(»D  "...  "„) 

wo  G(n{  •  •  •  ?/,,;  w,  •  •  •  Uq)  eine  ganze  Function  zweiten  Grades  der 
2q  Grössen  («,  ■  •  •  uQ,  nx  ■  •  ■  nQ)  bedeutet,  und  für  (w,  ■  •  •  w«)  alle 
Systeme  ganzer  Zahlen  zu  setzen  sind.  Diese  Function  G  lässt  sich 
auf  die  Form  bringen*) : 


6r(«,  •  •  •  uQ]  Wj  •  •  •  nQ) 


=  G(ut  •••«,,;  n,  +  r,  •  •    we+v?)  +  2jri^[>a(wa-j-va)]  +  C, 


*)  Diese  Umformung  ist  nur  dann  anmöglich,  wenn  die  Determinante  der  q- 

Grössen  — ■= (ct.  ß  =  1 ,  2  •  •  •  p)  verschwindet;  welchen  Fall  wir  ausschliesseu. 

öuttdnß         r  Vl 
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wo  G(ui  ■  •  •  ue,  nj-\-vi  •  ■■/>in-\-Vn)  eine  homogene  Function  zweiten 
Grades  von  ut  ■  ■  ■  uQ,  n{  -f-  vx  •  •  ■  tin  -f-  vQ  ist,  und  /i,  •  •  •  ft„,  i>j  •  •  •  v?, 

G\  2q-\-1  Constanten  bedeuten.  Die  ~Q  ~®  Coefficienten  der  homo- 
genen Function  G  betrachten  wir  als  unveränderliche  Grössen, 
u,  •  •  •  /ue,  i',  •  •  •  Vq  dagegen  als  veränderliche  Parameter,  und  bezeich- 
nen die  Summe 

(1)  ^[«ff(*-"8*+^")+1*<^^+^]düidie(iH--.ife;f»1,if1..-fi,,^), 
oder,  abgekürzt,  durch 

Dies  ist  dann,  bis  auf  einen  constanten  Factor,  welcher  noch 
hinzutreten  kann,  die  allgemeinste  0-Function.  Die  nothwendige  und 
hinreichende  Bedingung  für  die  Convergenz  der  Reihe  ist,  dass  der 
reelle  Theil  von  G(Q  ■  •  •  0,  v,  •  •  •  vQ)  für  alle  reellen  Werthe  von 
vt  •  ■  -  Vq  einen  negativen  Werth  habe. 

Zwei  verschiedene  Theta-Functionen  lassen  sich  nun  auf  folgende 
Weise  zu  einander  in  Beziehung  setzen.     Es  seien 

wx' ,  w2'  •  •  •  Wq]  Vi,  v2'  •  •  •  vQ' 
2q    neue    unabhängige    Grössen;    alsdann   lässt    sich,    wenn    wir    die 
linearen  Ausdrücke 

-~r  G{wx'  ...*/...)  mit  (?(>,'  •  •■  v,'-  •  •)«, 
da  («=l,2...p) 

'  ,   GUv.'  •  •  ■  v,'  •  •  •)  mit  G{w{  •  •  •  v,'  •  ■  •)<>+<*, 

bezeichnen,  6r(«,  +  w\  '  ••»i  +  vi  +  vi'"0  in  dieser  Weise  entwickeln: 
0(1»! +!<  •  •  •  %+Vt+v/  •  •  •)  =  G{tv(  ■  ■  •  v(  ■  •  •) 

+  ^  K # («V  •  •  vi  ■  ■)« + (w« + v«) ^ (w/  •  * vt ' '- v+"l  + G ("'  •  •  *i  +  ?;i '  ■) '■> 

a  =  l 

oder,  da 

ist: 

G(u{+iv{'  •■n[  +  vx  +  vx'  •  ■) 


[(««  +  i«»«')  ©(««;,'•  ■v,'--)«+  (w«+v«  +iv«)  Gt(«>i'-"vi'  ••)(?+«] 


Daraus  folgt,  wenn  wir  t/a'  mit  —  v«'  vertauschen,  und  dann  wtt-f"v«' 
für  Mfl  setzen: 
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G(u{+iv{  .  .  nl-{-vl  ■  ■)  =  &0,  •  •  n1-f"y1+v/  ■  0 
g 
+  ^j  [(«*«  +  i  W«)  G  (w/  •  •  —  If/  •  •)«  +  (Wa  +  Va  +  J  »',/)  GK'  •  ■      v{ •  •)?+«]• 

Wir  setzen  nun 

(2)  ffC^i' «'/••)?+«  =  2jcift«';     £(«0/ v/-0«r  =  2i?«', 

und  2oa'  für  «v/.     Alsdann  ergiebt  sicli : 

G  0,  -f  2  «,'••«,  +  v,--)  =  G(w,"wi+Vi  +  Vi'-") 

+  2^i^  0«'(M«  +  v«-f-va')] 


or=  1 

Daher: 

g 

&(«1-r-2fl»i'"ftj+vr')  +  2**^  [f*«(w«  +  va)] 

a=l 
a= 1  a  = 1 

Aus  dieser  Umformung  des  Exponenten  in  dem  Reihen-Ausdruck  der 
Function  0(«.1-j-2»1'  •  •;  ft,  v)  folgt: 

9       _, 

(3)  e    «-1  0(«1  +  2«1'..;^,V) 

=  e  ö(«j  •  •;  fi-j-/A  ,  v-j-v). 

Wir  fassen  jetzt  ^,'  •  •  fi?',  v/  •  •  vQ'  als  unabhängige  Grössen  auf. 
Dann  ergiebt  sich  aus  dem  Gleichungssystem  (2),  dass  die  Grössen 
2coa',  2rja'  lineare  homogene  Functionen  derselben  sind: 

(4)  2««'=^  l2pßG)aß-{-2vßCOaß2)  %n«=Zj  \2t*ßV*ß+2*ßV«ß] 

0  =  1,  2-.Q). 
Den  Ausdruck 


i? 


[2  nä  (Utt  -f-  Oo')  —  «  »  ^a'  V«']  , 
a=l 

welcher  eine  lineare  Function  der  o  Variabein  «,  dagegen  eine  qua- 
dratische Function  der  2q  Grössen  p  ,  2/  ist,  bezeichnen  wir  durch 
vj(ut  •  •  •  «r,;  p  ,  v') ',  wir  erhalten  dann: 

l* 
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(3)  c  0(w,+2w1  ..-[i)v)  =  e  0(Wl..;ft_f_p)V_j_v). 

Die  4  p2  Grössen  2aUß,  2wa'^,  2^ft/j,  2>?^,   welche  liier  als  Coef- 
ficienten   eines  Systems    linearer  Functionen   definirt   sind,   sind  ganz- 

zahlige  rationale  Functionen  der    ~Q  Coefficienten    von    G.     Es 


müssen  daher  zwischen   ihnen    "g    ^ —        Relationen    bestehen.      Diese 

erhalten  wir  auf  folgende  Weise. 

Es  seien   tt,  •  •  (i,,,  vx  •  •  v^  und   11,'  •  •  iiQ' ,  v(  •  •  Vq    zwei  Systeme 
von  je  2q  unabhängigen  Grössen,  und 


c 


2aa  =^  [ßiip  coap-\-2v(i  oaß],  2rja  =  2ii  [2fV  r/«/*+2*V  17^], 

2  ««'  =  ^  [2  (i/  coaß  +  2  v/  daß] ,  2  >;«'  =  ^>  [2  it/  jya/S  +  2 1//  ^] . 

Alsdann  folgt,   da  die  beiden   Gleichungssysteme   (2)  und   (4)   gleich- 
zeitig bestehen : 

G(2al  •  •  —  vt  •  .)e+Ä  ==  2ni(itt,  (7(2(0,  -  ■  —  vx  •  >)a  =  2rja, 

G(2col'-  —  v,'-  -)?+a  =  2ni(iu'}  G(2g>1'-  ■  —  v{-  •)«  =  2r;a'. 

Nun  ist,  nach  einem  bekannten  Satz  über  die  quadratischen  Formen: 

y,  \2aa'G(2col   ■  ■  —vx>  •)«  —  va'G(2ai    •  •  —  v,  •  •)?+«] 

g 

=  X,  [2w«  ^(2©/'  •  —  ?','•  ')«  —  v«  G(2al'  •  •  —  7','-  •)(?+*]■ 

Folglich : 

§  e 

(5)        ^  [2oB'  •  2 17«  —  2a«  •  2t/«]  =  2 tu  ^  j>ava'  —  fi«vtt]  . 

Indem  wir  diese  Gleichung  specialisiren,  erhalten  wir: 

S,  [2coa[i  ■  2t]„Y  —  2riaß  •  2coaY]  =  0 

U—l 

(G)        ^[2aa,i  •  2n'ay  -  2^>  •  2o«y]  —  0 

?  r  2%i  wenn  /i  =  j>  , 

_2  [2^V  •  2<W  -  2**  •  2"^l  =  {      o  wenn  /3  ^  y. 

Es  sei  jetzt   Q),  •  •    pQ)  qx  •  ■  •  <fy)  ein    beliebiges  System    von  2p 
ganzen  Zahlen,  und 
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n 

2  ötu  =  ^ [2pfi aa(j  -f  2 qß roB/J] ,    27fa  =  jy  \2pß  l]ai  +  -  fl« laß] 

(cc=\,2--Q). 
Dann  folgt  aus  der  Lormel  (3): 

c  9(t*l+2^r1..;ft,v)  =  c  t)  //,  •  •;  p-f-p,  v-\-(n- 

Es    ist    aber,   wie    unmittelbar   aus    der    analytischen   Darstellung    der 
Theta-Function  hervorgeht,  für  ganze  Zahlen  p,  q: 

(7)  9(w,  •  -Jft+j),  i/+g)  =  e*'  *  ""00,  •  •;  ^,  ?'). 
Daher  erhalten  wir: 

(8)  e  0  (m,  +2t3r,  .  . ;  pf  v)  =  e  0 («,  •  • ;  p ,  v)  . 

Dies  ist  die  charakteristische  Gleichung  der  Function  0(«j  ••?(,, ;fi,v). 
Wissen  wir  von  einer  Function  F(ut  •  ■  uQ),  dass  sie  für  alle  endlichen 
Werthsysteme  der  Variabein  den  Charakter  einer  ganzen  rationalen 
Function  besitzt,  und  für  willkürliche  ganze  Zahlen  p,  q  der  Gleichung 

(8)  genügt,  so  ist 

-F(h,  •  •  u9)  =  Const.  ©(Hj  •  •  uQ\  tu,  v). 

Vorausgesetzt  ist  hierbei,    dass  die  Grossen  2coaß,   2aä$,   2t]Uß,   2rjafi 
die  Gleichungen  (6)  befriedigen.     Dies  ist  ein  bekannter  Satz. 

§2. 
Bilden  wir  jetzt  ein  Product  von  r  Theta-Functionen: 
0  0,  ■•;  p(VW)e («,  •  • ;  ft«,i»W)  •  •  •  0(«!  •  •;  ^'V(r))  =  TT(«,  •  •  u„)  , 
so  folgt  aus  (8),  dass  dieser  Ausdruck  der  Bedingung 

/m  —  rn{ul..up;p,q)       ,  irtiS(para  —  qttfta)  —  . 

(9)  e  Q       U(ui-\-2wl  .-)=e  °     TT  (i*r  •*«<?) 

genügt,  wo 

».  =  "L"  +»?+••  +  ■?  >    k = ei"  + ."?  +  •  •  +  tf 

ist.     Dieselbe  Gleichung  gilt  offenbar  für  das  Product 

efr+i^.s^^ec^ 

wo  üj  •  •  v1*''-  ■  •  v(']  •  ■  y*'"'  ro  Constanten  sind,  die  nur  den  p  Be- 
dingungen : 

*?  +  •?+•■■■  +  •? -0  («-1,2.-0 

zu  genügen  brauchen.  Jede  Function,  die  für  alle  endlichen  Werthe 
von  ■ul  •  ■  uQ  den  Charakter  einer  ganzen  rationalen  Function  besitzt, 
und  die  iu  der  Gleichung  (9)  ausgesprochene  Bedingung  erfüllt,  nennen 
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wir  eine  O-Function  rter  Ordnung  mit  der  Charakteristik  ((i}  v).  Für 
diese  gilt  der  folgende  Fundamentalsatz : 

I.  Alle  Q-Functionen  rter  Ordnung,  welche  dieselbe  Charakteristik 
haben,  lassen  sieh  linear  und  Jiomogcn  durch  rQ  unter  ihnen  ausdrücken. 

Es  sei  TT (?f ,  •  •  uQ)  irgend  eine  solche  Function,  die  der  Gleichung 

(9)  genügt.  Wir  können  aus  dieser  ein  ganzes  System  von  Aus- 
drücken bilden,  deren  jeder  dieselbe  Gleichung  erfüllt.  Wir  bezeichnen 
zu  diesem  Zweck  mit  nx'  •  •  n„  ,  v{'  •  •  vQ'  ein  System  von  2q  willkür- 
lichen Grössen,  und  setzen: 

2 »;  =2 1 2  h  a«ti + 2  V  ah  l 1  -  •?•'  =2 12  t*ß  ^aß + -  vß '"' 

(10)  e~r71{Ul"',(l',V)T\{uy  +  2nl  ■  •  •)  =  T](ul  ■  •;  (i\  v). 

Wenn  für  (i  ,  v  ganze  Zahlen  p,  q  gesetzt  werden,  so  ist  der 
Gleichung  (9)  zufolge: 

(11)  TT(w,  •  -,p,  q)  =  e  TT («!•••)• 

Sind  jetzt  fi/'  •  •  jt,,",  vt"  •  •  Vq  2q  neue  Variable  und  2(oa",2)ja" 
die  entsprechenden  linearen  Functionen  derselben,  so  folgt  aus  Glei- 
chung (10): 

no(l+2»^s^^=«-'',i('',+*^'',,',n(H1+2«1'+2W|''...)) 
n(u1+2ffll'+251w..0«^,^"^'+M"^+onci»i--if»'+^,t',+O- 

Nun  ist 

);  («,  -J-2w,"  •  • ;  ft',  v')  =  ^,  [2  »/,/(«■«  +  2 coa"  -f  ««')  —  ff i (ia'  vu"\  , 
v  (w,  •  ■ ;  ft",  v'')  =^>  [2  »j «"  (tt;  -f  ra«")  —  ff  /  p«"  va"] . 
Daraus  folgt: 

V  («*i  ■  •  5  f*'+  f*",  v  +  v")  —  n(u{A-2  co,"  ••;/*',  ?/)  -  j?  (m,  •  • ;  fi",  v") 

=  ^[2r}u"  COa'  —  2^'  Oa" —  ff %(paVa   A-pd' V«')]. 

Es  ist  aber  nach  Formel  (5) 

^  [2  fja"  COa  —  2  r]a'  C0a"\    =  ff  *^  [>«"  V«'  —  f*a  V«"]  ■ 

Folglich: 

7j  («,  •  •  •,  ft'+  p",  v' + O  —  n  K + 2  wi"  •  • ;  ¥>'} v') 

=??(wi  •  • ;  ft",  i/')  —  2%i2j{^vä) • 
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Demnach  ergiebt  sich: 

(12)  ß"r,(tfl-'!/t",r")n(i*1+2<..;^>') 

—a3tirS{/ta'ya")  „  , 

=  e  T\[ul  •  • ;  fi  -f-(i  ,v  -\-v  ). 

Setzen  wir  hier  für  u',  v  ganze  Zahlen  p}  <i,  so  ist  oach  Formel  (11 


Dil  aber 


-y »/(«,..  ;/(",i'")rr/  i    o—  //        \  tt/  "       "\ 

e  T\(ul-j-2col   •  ••)  =  TT  («,••;  ,u  ,v  ) 


ist,  so  folgt:  . 

(13)  n(w1.-;ft',+jP,i/',4-2)=e2rf^^"(Va+rr«,"5«^n(w,-.;^v'')- 

Aus  diesen  beiden  Gleichungen  (12)  und  (13)  entspringt  nun,  indem 
wir  für  ft",  v"  ganze  Zahlen  p,  q  setzen,  die  charakteristische  Gleichung 
für  die  Function  TT(h,  ••;  p,  v): 

(1.4)  e  \\(ul  -\-z  w,  ••;  u- ,  v) 

2niSlpa(va  +  rva,)  —  qa(fia+rfttt')] 

=  e  TT(«1-  •;  {i ,  v). 

Diese  Formel  lehrt  zugleich,  dass,  wenn  wir  die  Grössen  \i ',  v  als 
rationale  Zahlen  mit  dem  Nenner  r  annehmen,  die  Functionen 
TT(«,  •  .;  tu',  v)  sämmtlich  die  Gleichung  (9)  befriedigen.  Wir  setzen 
nun  die  Grössen  v   sämmtlich  gleich  Null,  dagegen 

wo  jede  der  Zahlen  d{,  d.,  •  •  dQ  einen  der  Werthe  0,  1,  2  •  •  r —  1 
haben   soll.     Da   es   r?  solche   Systeme   giebt,    erhalten    wir    somit   r* 

verschiedene  Functionen  TT(m,  •  •;  — ,  0).      Wir   setzen   ferner  in  der 

Gleichung  (12)  für  vx"  •  •  v,l'  ganze  Zahlen,  für  ftj"  •  •  m^''  irgendwelche 
rationale  Zahlen  mit  dem  Neuner  r.     Dann  erhalten  wir: 

2a>«"==2  \2pß^  +  2Qßaaß   ,  2*1*  =\  ^  [_~i',v  W  +  -7,-'V 
n(Wl+2o,1"..;f  ,0)  =  TT(Ml..;^±£,  j)  . 


Setzen  wir  nun 


8   4-i,  S  ' 

•_- J-  +  P.,(«_l,  2--0), 


r  r 


wo  d/  •  •  öy  wiederum  Zahlen  der  Reihe  0,   1  •  •  r  —  1,  und  1\  •  ■  PQ 
ganze  Zahlen  sind,  so  ist  nach  Formel  (13): 
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[äa  +  pa  —  d'a  "] 

Folglich : 

(15)  ,  '  '       '  r      ^ 

_™s[r-r  -,„*„) ->«>z—  n(ui  ...A)ö). 

Wenn  wir  in  dieser  Formel  für  ö", ,  d2  ■  •  d^  alle  /■?  verschiedenen  Zahl- 
systeme setzen,  so  durchlaufen  <?,'  •  •  dQ'  dieselben  Werthe.  Setzen 
wir  also 


w 


v  Sa  va 


r  nc«,  ••,  -"    o)  =S(ui..u,l), 


(die  Summe  erstreckt  über  alle  ;?  Systeme  der  Zahlen  d),  so  ist 

(16)    6"r,("1"!',ff)i8f(iiI+25r"0-  ",£^",B#lB^(«.--0- 

Wir  setzen  jetzt 

^«=2  t^v  °^- + ^  °«j » 2if"  =  2 12^  ?«.* + -  ^ r '«/» ]  • 

Dann  ist 

2<oa"  =  2  ara?  2ifc"  =  —  •  2%, 

Daraus   geht   hervor,   dass    die   Formel  (15)    vollständig   übereinstimmt 
mit  der  in  (8)  gegebenen   charakteristischen   Gleichung  der  Function 

V 

Q(%"  j  f4;  v)>  wenn  wir  in  derselben  die  Grössen  va  ersetzen  durch  — — , 

CO     j 

coai  durch       p  ,  ?/„'.*  durch  rrj^.    Da  aber  die  Relationen  (6)  bestehen 

bleiben,    wenn   wir   die    Grössen   gw,    »,,'>.,   ?/(^,   y]'(ß  ersetzen    durch: 

— *-,  a>a*,  ^,(/f,  rj]ati,  so  ist  durch  die  Gleichung  (15),  dem  zuletzt  in 

§  1    angeführten    Satz    zufolge,   S(ut  •  •  Uq)    bis   auf    einen    constanten 
Factor  vollständig  bestimmt,  und  zwar 

£(«!  •  •  ne)  =  Const.   Q'\ul  •  ■  uq\  ft,  y), 

wo   Qr\u1  •  •  Uq]  ft,  ~)  diejenige  Function  ist,  die  aus  0(^1  •  •  Utf  (i7  —  j 

durch  die  angegebene   Vertauschung   der   Grössen    co  und   v\   entsteht. 
Wir  erhalten  also : 
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(17)    ^[r^'^V'V'On^,  ..;■£,  0)]  -  Const.  &-(ut-  .u9;  p,  f  ) 

Die  Gleichung  (15)  bleibt  ungeändert,    wenn  wir  v]  ■  •  vQ  um  be- 
liebige ganze  Zahlen  vermehren.    Daraus  folgt,  dass  auch  die  Gleichung: 

(18)  V[r"'^fii!!^]n(«,..ii,o)]-.(»l..„(,)e'-(«1..«,i».,^) 

besteht.  Hier  geben  wir  jeder  der  Zahlen  n  die  Wcrthe  0,  1  ■  •  r  —  1, 
und  suumiiren  über  die  >'■.'  verschiedenen  Systeme.     Dann  ist 

=  0,  wenn  irgend  eine  der  Zahlen  d{  •  •  6^  von  0  verschieden  ist,  da- 
gegen =  r",  wenn  alle  diese  Zahlen  gleich  0  sind.    Daraus  ergiebt  sich: 

(19)         T7(Hr.^  =  r-Q^Unr-nQ)0'(ur.uQ]  u,  ^±»)1 . 

Hiermit  ist  der  aufgestellte  Satz  bewiesen.  Denn  es  ist  TT(«,  •  •  kq) 
dargestellt  durch  rv  bestimmte  Functionen.  Jede  derselben  ist  (wie 
aus  (18)  hervorgeht)  eine  Theta- Function  rlcn  Grades  mit  der  Charak- 
teristik ((if  v) .  Zwischen  diesen  ><'  Grössen  besteht  keine  lineare 
Gleichung.  Denn  aus  der  Formel  (19)  lässt  sich  rückwärts  die  Gleich- 
ung (18)  ableiten;  nehmen  wir  also  in  (19)  TT(w,  •  •  uQ)  =  0  an,  so 
folgt  aus  (18),  dass  die  sämmtlichen  Coefficienten  (nl  •  •  nQ)  gleich  0 
sein  müssen. 

§  3. 

Wir  machen  jetzt  die  Voraussetzung,  dass  TT(«,  •  •  Uq)  eine  grade 
oder  eine  ungrade  Function  ist : 

20)  n(—  ux — «?)  =  5<n(«1-.«o);  x  =  +i. 

Geben  wir  in  der  Gleichung  (9)  den  Grossen  w,  ■  ■  ■»„;  pr  ■  .  p,y.  7,  •  •  q~ 
die  entgegengesetzten   Werthe;  so  erhalten  wir,  da 

?(—  **j  —  «<?;  -  p,  —  ü)  =  n{u\  ■  •  uq:  p>  <z) 


ist 


ne  -        TT(»1+2io1--)  =  xe  T\(ur-u,,) 


Daraus  folgt,  dass,  wenn  die  Voraussetzung  (20)  erfüllt  sein  soll,  der 
Ausdruck 

2  2(pava  —  qapa) 

für  alle  ganzzahligen  Werthe  der  Grössen  p,  q  selbst  eine  ganze  Zahl 
sein    rnuss.     Es   müssen   deshalb   u,  •  •  ft?,  v{  •  •  Vq  die  Hälften  ganzer 


10  Abriss  einer  Theorie  der  Abel'schen  Functionen  dreier  Variabein. 

Zahlen  sein.     Da  die  Gleichung  (9)  nicht  geändert  wird,  wenn  wir  zu 
jit,  •  •  {.in,  vx  •  •  Vy  beliebige  ganze  Zahlen  hinzufügen,  so  können  wir  an- 
nehmen, dass  jede  der  Grössen  fi,  •  •  ft?,  v,  •  •  vQ  den  Werth  0  oder  £  hat. 
Es  ist  nun 

w 

Hieraus  folgt,  wenn  wir  den  Variabeln  ut  •  •  w«  die  entgegenge- 
setzten Werthe  geben,  da,  wie  aus  der  analytischen  Darstellung  dieser 
Function  ersichtlich  ist, 

©(—«*, utf  —  p,  —v)  =  0(ur-iify,  /*,  v), 

Wir  können  nun  setzen: 

-  f*.  -  f*«  +  Pa,      ~V"~n"  =  V~^~-  +  q«,    («  =  1,  2  •  •  Q), 

wo  p{  •  •  pQ,  (/,  •  •  q„  ganze  Zahlen,  und  (w,'  •  •  we')  ein  bestimmtes  zu 
(w,  •  •  «(,)  conjugirtes  System  von  Zahlen  ist,  deren  jede  einen  der 
Werthe  0,  1  ,  2  •  •  r  —  1  hat.     Es  ist  dann  nach  Formel  (7): 

C\r(  —V—n\  ZrtiUpJ    "        -")        /  V-\-v\ 

Daher  erhalten  wir: 

n(M,  ..„j-r-t^t«  (»,  •  ■  ne)  „-""^'"«(""t-)  e  („,  ..„f ;  p,  ':+»)]  . 

Diese  Formel  muss  mit  der  ursprünglichen  identisch  sein;  daraus  er- 
giebt  sich: 

(21)  (»,'  •  .  «?')  =  x  (Wj  •  •  w0)  e 

Die  Systeme  («)  und  (V)  sind  verbunden  durch  die  q  Congruenzen: 

na  -f-  wa'  -f-  2va  =  0  mod  r. 

Es  sind  nun  zwei  Fälle  zu  unterscheiden.  Entweder  das  System  (n) 
fällt  zusammen  mit  dem  System  (n).  Diese  sich  selbst  conjugirten 
Systeme  bezeichnen  wir  durch  (a).     Für  dieselben  ist 

2aa  -f-  2va  =  0  mod  r. 

Oder  es  fällt  (w)  nicht  mit  (n)  zusammen.  Diese  paarweise  vorkom- 
menden Systeme  bezeichnen  wir  durch  (b)  und  (&');  es  ist  dann: 
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( 22)  r«  n  (it ,  ■  •  ua  )  —  ^  f"(fl ,  •  • «,, )  0' '(« ,-•«,,;  u ,  r  +  ") 

Bezeichnen  wir   mit  a  die  Anzahl  der  Systeme  (a),  so  ist  die  Anzahl 

ja 

der  Glieder  in  der  /.weiten  Summe  =  — ^—  .  Die  Coefficienten  {aX"ü 
sind,  wie  ans  (21)  hervorgeht,  nur  dann  von  0  verschieden,  wenn 

e  r         =  x 

ist.     Es  sind  jetzt  verschiedene  Fälle  zu  unterscheiden: 

I,    Es   sei   r  grade   und   alle   Grössen  (ia,  va  gleich   Null.     Dann 
sind  die  Systeme  (a)  bestimmt  durch  die  Congruenzeu 

2aa  zz-  0  mod  r . 

Es  kann  also  aa.—  0,  und  aa  =  —  gesetzt   werden.      Die   Anzahl 
a  der  Systeme  a  ist  demnach  =  2?.     Es  ist  aber 

e  '         =  1 ; 

folglich  (a{  •  •  aQ)  =  0,  wenn  x  =  —  1.    Daraus  ergiebt  sich,  dass  die 
Anzahl    m   der  Functionen,   durch  welche  TT(?«1  •  •  u„)   dargestellt   ist, 

=  — - — ist,   wenn  TT  eine   ungrade,   und  = — g- '    wenn   ^    eme 

scrade  Function  ist. 

IL    Es  sei  r  grade,   und   nicht  alle  Grössen   (ia}  va  =  0. 
Dann  sind  die  Congruenzen 

2a«  -f~  2va  =  0  mod  r 

anlösbar;  es  ist  also  a  =  0,  und  daher  m  =  —  • 

III.    Es  sei  r  ungrade. 
Dann  erlauben  die  Congruenzen 

2  aa  +  2  va  =  0  mod  r 
eine  einzige  Lösung;  nämlich 

aa  =  0  wenn  va  =  0 , 

aa  =  — —  wenn   r„  =  .]  . 

In  jedem  Falle  ist  also 

c'a  +  "a  =  rvlt, 
folglich 

^ _ =,_i}     ._ 
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Es  ist  also  m  ==  — ~ — ,  wenn  x  ( —  J )  ==  -f- 1 ,  und  m  =  — - —  , 

wenn  x( — 1)  a  = —  1  ist. 

§4. 

Wir  haben  gesehen,  dass  nur  solche  Theta-Functionen  grade  oder 
ungrade  sein  können,  deren  Charakteristik  durch  rationale  Zahlen  mit 
dem  Nenner  2  gebildet  wird.  Gleichzeitig  geht  aus  der  Definition  in 
§  2  hervor,  dass  die  Charakteristik  nicht  geäudert  wird,  wenn  wir 
jede  der  Grössen,  aus  denen  sie  besteht,  um  eine  ganze  Zahl  ver- 
mehren.    Wir  setzen  deshalb  : 

fi«  =  £<?«,     va  =  %sa,     («=1,  2  •  •  o)  , 
und  setzen   fest,    dass  jede    dieser  Grössen   d,  e   den  Werth  0  oder  1 
haben  soll.     Es  ist  dann: 

0  (— w, uQ,  l-d,  £/•)  =  0  (u,  •  •  u<, ;  \ ö  —  8,  },e  -  e). 

Dies  ist  aber,  der  Formel  (7)  zufolge, 

Mithin  ist  0(«(  ••«*»;  -£<?,  i«)  eine  grade  oder  ungrade  Function,  je 
nachdem  2sada  eine  grade  oder  ungrade  Zahl  ist.  Demnach  unter- 
scheiden wir  grade  und  ungrade  Charakteristiken.  Jede  dieser  4e  Cha- 
rakteristiken bezeichnen  wir  durch  einen  Index;  speciell  diejenige,  in 
der  die  sämmtlichen  Grössen  d ,  £  gleich  Null  sind,  durch  den  Index  0. 
Greift  man  eine  Reihe  von  Indices:  a,  b  •  •  e  willkürlich  heraus, 
so  giebt  es  einen  bestimmten  Index  m  von  der  Beschaffenheit,  dass 

$"  j_  db  H \-de=  <T  mod  2, 

ea  +  sb  -[ [-  se  =  sm  mod  2. 

Wir  sagen  dann:  der  Index  m  entsteht  durch  Zusammensetzung  von 
a,  b  •  ■  e  und  bezeichnen  dies  dadurch,  dass  wir  setzen:  m  =  ab  •  •  e. 
Die  Reihenfolge  der  Zusammensetzung  ist  hiernach  gleichgültig-,  ferner 
ist  klar,  dass  zwei  gleiche  Indices  sich  in  der  Zusammensetzung  auf- 
heben, und  dass  eine  Zusammensetzung  mit  dem  Index  0  keine  Aen- 
derung  hervorbringt.     Demnach  ist  ab  ==  ba,  abb  —  a,  Oa  =  a. 

Zu  jedem  Index  a  gehört  ein  bestimmtes  System  halber  Perioden: 

al  =  ^(K  <»ap  +  <  ra«V)  >  naa  =  ^?(K  V =  £« '«/»)  • 

Die  Function 

werde  bezeichnet  durch  17 (w,  •  •  uQ)a.  Es  folgt  dann  aus  der  Glei- 
chung (3') : 
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Nun  ist 

wo  j),  •  ■  p«,  7,     •  7„  ganze  Zahlen  bedeuten;  demnach  ist 

0(*Vi  -ld"  +  Jd\  U"-f  .U'')  =  c2  0  u,  ■•;£**,!*■»). 

I  daraus  geht  hervor: 

wo  b\  a  eine  bestimmte  von  den  Indices  a,  b  abhängige  Zahl  bedeutet, 
dargestellt  durch: 

(24)  h  —  2i-  <*". + <'  C. + <  -  Ol  • 

Man  erkennt  nun  leicht,  dass  es  auf  mannichfache  Weise  möglich 
sein  wird,  2p  primitive  Indices  auszuwählen,  durch  deren  sümmtliche 
Combinationen  alle  4e  Indices,  mit  Ausnahme  des  Index  0,  dargestellt 
werden  können.  Am  einfachsten  bietet  sich  zunächst  dasjenige  System 
dar,  welches  den  primitiven  Perioden  entspricht.  Wir  bezeichnen  durch 
den  Index  aa  diejenige  Charakteristik,  in  der  sämmtliche  Grössen 
s>>  £2  "  '  £q  gleich  Null  sind,  und  ebenso  alle  Grössen  d{ ,  d.,  ■  ■  dn,  mit 
Ausnahme  von  $„;  ebenso  durch  ba  diejenige  Charakteristik,  in  der 
ett  =  1,  alle  übrigen  Grössen  öi}  6%  •  •  dQ,  s1}  £.>  •  •  sQ  aber  gleich  Null 
sind.  Es  ist  dann  klar,  dass  durch  die  Combinationen  dieser  2q  In- 
dices der  Index  0  nicht,  dagegen  alle  übrigen  Indices,  und  zwar  nur 
auf  eine  Weise,  dargestellt  werden  können.  Zur  Vereinfachung  führen 
wir  ausser  diesen  2p  primitiven  noch  die  zusammengesetzten  Indices  ein: 

Es  sei  nun  m  ein  beliebiger  Index,  und  zunächst  dargestellt  durch 
eine  Combination  der  primitiven  «,  •  •  a„,  b{  •  •  bQ.  Wenn  in  diesem 
Ausdruck  al  und  b{ ,  oder  a2  und  bi}  u.  s.  f.  gleichzeitig  vorkommen, 
so  ersetzen  wir  diese  Paare  durch  c, ,  c2  u.  s.  f.  Dadurch  erhalten 
wir  einen  Ausdruck,  der  aus  höchstens  p  Gliedern  besteht,  und  das 
Kriterium,  ob  m  ein  grader  oder  ungrader  Index  ist,  ist  offenbar 
folgendes:  m  ist  grade,  wenn  die  Anzahl  der  in  dem  reducirten  Aus- 
druck von  m  vorkommenden  Grössen  c  eine  grade,  und  ungrade,  wenn 
diese  Anzahl  ungrade  ist.  So  ist  z.  B.  der  Index  a,  fr,  b.,  =  c,  ta  un- 
grade, aibiC2C3  dagegen  grade.  Wir  suchen  jetzt  eine  andere  Be- 
zeichnungsweise, bei  der  die  graden  und  ungraden  Indices  in  gesonderten 
Gruppen  auftreten. 
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Wir  nehmen  zuerst  an,  es  sei  y  eine  ungrade  Zahl,  und  definiren 
das  folgende  System  von  2q-\-\   Indices: 

cct      =  a,  c,  c3 cQ+t  /i,      =  />,  c2  c.,  •  •  •  •  c^+j 

2  -J 

cc2      =  a.1cici cQ+a  ß2      =h.2c^ cQ+3 

2  -' 


(25)    ccQ+1  =  aQ+i  cq+z  Cp_j-5  •  •  <\,  ßQ+i  =  &g+i  ce+3  •  •  c? 

2                      2             2            4  2  ~               "  2        "' " 2 

«ß+2  =  #p+3  Cp  +  5 Cx  ß(>  +  3  —  ^g  +  3  C(>  +  5  •   *   f'i 

2                      2            2  2                     2            2 


ß(J         =  üo  CXC2 Cq—i  ßo        =  bq  C,  C,   •   •   ■   •  Cg_i 

2  2 

y  =  C1C2C3  • '  CQ- 

Verstehen  wir  unter  ci!+x  dasselbe  wie  Cx,  so  ist  allgemein: 
«x  =  axcx+i  a+2  ca+3  •  •  ^    g-i 
«7  (A  — 1,  2-rt 

/'+     2 
y     =  Ct  C2  C3 Cq-iCq. 

Diese   2  p  -(-  1    Indices   sind  hier  dargestellt  in   der  reducirteu    Form. 
Man    erkennt   daher  sofort,  dass  y  ungrade  ist;    ax  und   ßx   sind  grade 

oder  ungrade,  je  nachdem  ~— —    eine   grade    oder    ungrade   Zahl  ist; 

d.  h.  grade,  wenn  q  =  1  mod  4,  ungrade,  wenn  q  zu  3  mod  4. 

Wir  bilden  jetzt  die  Combinationen  dieser  Grössen.  Combiniren  wir 
zunächst  y  und  ax,  so  heben  sich  die  in  beiden  Indices  vorkommenden 
Grössen  Cx+i,  c;.+2  ■  ■  c     ?_i  auf,  cx  verbindet  sich  mit  ax  zu  &;.    Der 

reducirte  Index   yax  enthält  also  Q~      Grössen   c.     Dasselbe   gilt  von 

yßx-      Mithin    sind    auch    yax   und    yßi   grade,   wenn  p  =  1  mod  4, 
ungrade ,  wenn  p  =  3  mod  4 . 

Wir  combiniren  jetzt  zwei  verschiedene  der  Grössen  «, ,  a.2 .  .  «,,, 
ß\>  ß-2  '  '  PV  Zunächst  ist  offenbar  axßx  =  cx  ungrade,  und  yaxßx  grade. 
Setzen  wir  jetzt 

ccx  =  ax cx+i  Cx+2    •  c     q-i  , 

*+~2_ 

ttti  =  Clp  CM+!  cft+2  '  •  C       q—1  • 

'"  +  _2_ 

Es  soll  A  ^  ft  sein;  a*  soll  sowohl   a^  als  6;.,  dp  sowohl  aM  als  ^  be- 
deuten können.     Es  sei 

A  3E  ft  -f-  v  mod  p . 
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Wir   können   annehmen,  dass  v  eine  Zahl    der  Reihe  1 ,  2  •  •  -— —    Lsi 

(andernfalls  vertauschen  wir  A  und  ^i).     Dann  ist 

«^  =  Oft  C/j, -|-l  6'^  +2   •    •   C         Q— lj 


c<M+v  =  ap+yCft+v+i-  ■  -'/(  +  v+v-i 


- 1 

so 


Da  die  Zahl   /u,  -f-  v  in  der  Reihe   (i  -\-  1  •  •  tu  -j-  Q  -       vorkommt, 
können  wir  «,,  zerlegen   in 

ß/<  =  [fl/t  cn+l  "  '  fy+r-  l)  [Cft+vCfi+v+l  *   -  ß     ,  o  —  l) 

«,,  +  •■  in: 

Wir  erhalten  also,   da  sich  afl  +  v  mit  fy+„  zu  6/(+,.  ergänzt: 

Dieser  Index  ist  in  seiner  reducirten  Form,  und  enthält  2v  —  1 
Grössen  c.  Es  ist  also  cc^  <*,<+,.  ungrade.  Bildet  man  endlich  ya^  c^-f,. , 
so  heben  sich  diese  2v  —  1  Grössen  c  fort,  und  c^,  cu+v  ergänzen  sieh 
mit  a^bf^r  zu  hf,<ifl+v.  Der  reducirte  Ausdruck  von  y  «/t «,, +,.  enthält 
also  o  —  (2v  —  1)  —  2  Grössen  c;  mithin  ist  ya/tafl+v  ein  grader  Index. 
Bezeichnen  wir  jetzt  die  Indices  a1}  a2  •  •  a0,  /3,,  /32  •  •  /i„  in  irgend 
einer  Reihenfolge  durch  ml}  m2  •  •  m-i(!,  und  y  durch  im,  so  ist,  wie 
wir  bewiesen  haben: 

m  ungrade.   mxm\  ungrade.   mmxmx  grade 
(x  <  A)  . 

///,  und  «n/f,,  grade  für  q  =  1  mod  4, 
ungrade  für  p  =  3  mod  4. 

m1;  m2  •  •  m2o  ist,   wie  aus  (24)  hervorgeht,   ein  vollständiges  System 
primitiver  Indices,  und 

m  =  m^rn^  •  •  miQ. 
Wir  bezeichnen  nun  in  dem  ersten  Fall  o  zz  1  mod  4 

m,  mt ,  m2  •  •  Wog 
in  irgend  einer  Reihenfolge  durch  die  Zahlen: 

1,  2,  3  • -2o+l 
und  setzen  ausserdem  m  =  s.     Dann  ist 
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s  ungrade , 

ex  grade  (x  =  1 ,  2  •  •  2q  -f-  1), 
e  x  A  grade  («,  k  =  1,2-  •  2  p  -f-  1 ;  x  <  A) . 
In  dein  zweiten  Falle  q  =  3  mod  4  bezeichnen  wir  ebenfalls  die  Indices 

m,  mi ,  m2  •  •  m2Q 
durch  die  Zahlen 

l,2,3..2p+  1, 
setzen  aber  £  =  0.     Dann  ist 

£  grade, 

£  x  ungrade  (sc  =  1 ,  2  •  ■  2  p  -|-  1) , 

£  x  A  ungrade  (x,  X  =  1 ,  2  •  •  2 p  -j-  1 ;  x  ^  A) . 

Nehmen  wir  jetzt  an,  dass  9  eine  grade  Zahl  ist;  dann  setzen  wir 
q  =  Q  -\-  1  und  bilden  aus  o, ,  a2  •  •  a,r,  &,,  b.,  ■  ■  &?'  die  Grossen 
w,  m, ,  »M2  •  •  »m2o-.  Wir  haben  jetzt  wieder  die  Fälle  zu  unterscheiden: 
q  =  2  mod  4,  und  p  =  0  mod  4;  oder  q  =  1  mod  4  und  p'  =  3  mod  4. 

Im  ersten  Falle  q  =  2  mod  4  bezeichnen  wir  mit 

1,  2,3..2p  +  l 

die  Indices 

ml}  m2  •  •  n/hq^    maq,  mbq,  mcq, 
und  setzen  ausserdem 

cq  =  £. 
Dann  ist  £  ungrade,  sx  ist  ebenfalls  ungrade  für  x=l}2 .  .2q-\-  l. 
Denn  da  mx  grade  ist,  und  weder  aQ,  noch  bQ,  noch  Cq  enthält,  so  ist 
Cnmx  ungrade;  ferner,  da  m  ungrade  ist,  und  a,q,  bi)}  c,,  nicht  enthält, 
so  ist  auch  Cqmaq  =  mhq,  Cqmbq  =  meto,  Cqmcq  =  m  ungrade.  Ferner 
ist  exX  stets  grade.  Denn  da  mxmx  ungrade  ist,  so  ist  cflmxmx  grade; 
da  mmx  grade  ist,  so  sind  auch  Cqmaqmx  =  bemmX)  cQmbQmK  =  aQmmy, 
und  Cqtn  („nix  =  mmx  grade.  Endlich  ist  Cqin  a  qinl)  q  =  0,  Cqm  aqtn  Cq  =  b„, 
Cqmhqmcq  =  r^,;  also  auch  diese  Indices  sind  grade.  Demnach  ist  für 
diesen  Fall: 

£  ungrade, 

sx  ungrade  (x  =  1,  2  •  •  2q  -f~  1), 

sxl  grade  (x,  A  =  1,  2  •  •  2q  -)-  1 ;  x  ^  A). 

Es  bleibt  noch  der  Fall  übrig:  q  =  0  oder  q'  =  3  mod  4.  In  diesem 
setzen  wir  £  =  0,  und  bezeichnen  mit  1,  2  •  •  2q  -f  1  die  Indices: 

Cqm,  CqW>X}  Cqtn2  •  •  Cqm2q'\  dq,  bQ. 

Diese  sind  sämmtlich  grade,  da  m,  mx  •  •  m%q-  ungrade  sind.    Die  Com- 
binationen  je    zweier  verschiedenen  sind  aber  ungrade.     Denn  erstens 
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ist  offenbar  «£&/,  =  Cd  ungrade.  Wenn  wir  zweitens  üq  und  l>,,  mit  den 
übrigen  combiniren,  so  erhalten  wir 

l>,,>n}  bq niA  etc.;  aflm,  ",,///,  etc. 

Diese    sind   ungrade,    du  m,mi  <•<<•.    ungerade   sind.     Combiniren   wir 

drittens  die  Grössen  *yw,r,,M,  .  .  r,, ///_.,,■  unter  einander,  so  erhalten  wir: 

mmx,  mm,,,  etc.  mim2)  mi  m,,  m.,m,  •  • 

Dass  diese  ungrade  sind,  hüben  wir  schon  bei  Erörterung  de-  Falles 
i>       3  mod  4  gesehen.     Wir  erhalten  also : 

e  grade, 

sx  grade  (x  =  1,  2  •  •  2p  -f-  1), 

£X  A  ungrade  (x,A  =  l,2--2p-f-  1;  x"^  A). 

Wir  bezeichnen  jetzt,  wenn  n  ein  beliebiger  Index  ist,  mit  [n~]  eine 
Grösse,  welche  =  0  oder  1  ist,  je  nachdem  n  ein  grader  oder  ungrader 
Index  ist.     Diese  Grösse  wird  dargestellt  durch  die  Summe: 

M^J?(«)mod2. 

Es  handelt  sich  jetzt  darum,  wenn  a  ein  Index  ist,  der  durch  eine  be- 
stimmte Anzahl  Je  von  einander  verschiedener  Indices  der  Reihe 
1,  2  •  •  2  p  -f-  1  ausgedrückt  ist,  den  Werth  von  [so]  zu  finden.  Hierzu 
ist  ein  Hülfssatz  nöthig. 

Es  seien  l,  m,  n  drei  beliebige  Indices;  dann  ist 


[M-yfrCI^2. 


oder,  da 


«  =  i 


€       =  £    4-  £    4-  e    mod  2 , 
C"  =  K  +  K  +  K  »od  2, 
[Imn]  =    fVf.  +  <  +  $  «  +  <T  +  «"„)]  ■ 
Diese  Summe  kann  in  folgender  Weise  geschrieben  werden: 

$K + <x«:+o + «:+<)(»: + o + «+ ex*. + oi 

^j  L  «  '      «     a    '      a    «J 

a  =  l 

Mithin  ist 

[Imn]  =  [mn]  +  \nl\  +  [Im']  +  [Z]  +  [?w]  +  [»]  mod  2. 

Schottky,  Abcl'sche  Funct.  "2 
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Es  sei  nun  a  ein  Index,  der  durch  eine  Combination  von  k  ver- 
schiedenen Indices  der  Reihe  1,  2  •  •  2p  -f-1  entsteht.  Zwei  dieser  in 
a  vorkommenden  Indices  seien  x,  A;  dann  ist  a  =  xXd  ,  wo  d  zwei 
Indices  weniger  enthält.  Es  ist  nun,  wenn  man  in  der  letzten  Formel 
l  =  ea',  m  =  xf  n  =  X  setzt: 

[edxX]  =  [sax]  +  [ea'X]  +  (xA)  -f  [ecf]  +  [x]  -f  [A|. 
Gleichzeitig  ist  aber 

[a«A]  -  [ex-]  +  [sl\  +  [>A]  +  [«]  +  [x]  +  [Aj . 
Mithin 
[edxX]  =  [£«'x]  -(-  [WA]  -f-  [««']  -J-  [exA]  -j-  [ex]  -j-  [sA]  -f-  \e]. 

Nun  ist  in  allen  vier  Fällen  £xA  grade,  wenn  e  ungrade  ist,  und  umge- 
kehrt; ferner  ex,  eX  gleichzeitig  grade  oder  ungrade;  daher  ist 

[exX]  +  [ex]  -f  [eX]  +  [e]  =  1  mod  2; 
mithin 

[ed  xX]  =  [edx]  -f-  [ed X]  -j-  [««']  +  1  • 

Wenn  wir  nun  bewiesen  haben,  dass  für  alle  Combinationen  d  von 
der  Ordnung  Je  —  2,  [ed]  denselben  Werth  hat,  und  dass  dasselbe  gilt 
für  alle  Combinationen  d  x,  dX  etc.  von  der  Ordnung  1: —  1,  so  geht 
aus  dieser  Formel  hervor,  dass  auch  für  alle  Combinationen  a  von  der 
Ordnung  Je  [ed]  denselben  Werth  hat;  und  zwar  ist  dieser  Werth  ent- 
gegengesetzt dem  von  [ed].  Es  hat  also,  wenn  x,  A,  p,  v  etc.  irgend 
welche  verschiedene  Indices  der  Reihe 

l,2,.-2p+  1 
sind,  [exX[i]  den  entgegengesetzten  Werth  von  [ex],  \exX{iv]  den 
entgegengesetzten  Werth  von  [exX]  und  denselben  wie  [e],  u.  s.  f.  Mit 
Hülfe  dieses  Resultats  ergiebt  nun  die  Betrachtung  der  vier  verschiedenen 
Fälle,  dass  ea  ein  grader  Index  ist,  wenn  a  durch  eine  Combination 
von  p  oder  p  -f-  1  verschiedenen  primitiven  Indices  entsteht.  Daraus 
geht  sofort  hervor,  dass  ea  ein  grader  Index  ist,  wenn  die  Anzahl  Je 
der  Glieder,  aus  denen  a  besteht,  =  p  oder  =  p  -j-  1  mod  4  ist,  dagegen 
ein  ungrader,  wenn  Je  =  p  —  1  oder  =  p  -j-  2  mod  4  ist.  Somit  ist 
folgender  Satz  bewiesen: 

II.    Es  ist  möglich,  ein  System  primitiver  Indices 

1,2,3- -2p  +  l 

und  einen  ausgezeichneten  e  so  zu  tvählcn,  dass  ea  ein  grader  Index 
ist,  wenn  die  Anzahl  der  privativen  Indices,  aus  denen  a  zusammen- 
gesetzt ist,  =  p  oder  =  p  -f-  1  mod  4  ist,  dagegen  ein  ungrader,  ivcnn 
diese  Anzahl  =  p  -|-  2  oder  =  p  —  1  mod  A  ist. 

Durch  die  Combination  aller  primitiven  Indices  geht,  wie  alle  vier 
Fälle  zeigen,  der  Index  0  hervor.     Demnach  kann  jeder  Index  auf  zwei- 
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fache  Weise  in  der  Form  sa  dargestellt  werden  :  m  =  ea,  und  m  =  m' '. 
In  a  und  a   zusammen  sind  dann  alle  2  p  -f-  1  Iudices  enthalten;  daher 
enthält  die  eine  Combination  stets  weniger  als  o  — {—  1 ,  die  andere  - 
mehr  als  q  Glieder,  die  eine  Combination  eine  grade  Anzahl,  die  andere 
eine  ungrade. 

§  5. 

Wir  wählen  für  p  =  :»  ein  System  primitiver  Indices 

1,2,  3..  7 

in  der  Art,  wie  im  vorigen  §  angegeben  wurde,  indem  wir  £  =  ü  an- 
nehmen (diese  Indices  bezeichnen  wir  zum  Unterschiede  von  den  all- 
gemeinen durch  griechische  Buchstaben).  Es  lassen  sich  daun  alle 
64  Indices  durch  die  64  Combinationen  0,x,xl}  xX[i  darstellen,  und 
zwar  sind  durch  die  28  Combinationen  x  und  xl  die  ungraden,  durch 
die  36  Combinationen  0  und  xla  die  graden  dargestellt.  Indessen  kann 
auch  jeder  Index  durch  eine  höhere  Combination  ausgedrückt  werden ; 
es  ist  nämlich,  wenn 

*;  1}  P>  «,  ß,  Vi  d 
die  Indices  1,  2  •  •  7  in  irgend  einer  Reihenfolge  bedeuten: 

0  =  xkpußyd,    x  =  X^iaßyd,    xX  =  {.iccßyd,    xX(i  =  aßyd. 
Es   seien   jetzt  n ,  u' ,  u"  drei  unabhängige  Veränderliche,  r .  v.  ü" 
und  w ,  w',  w"  zwei  constante  Werthsysteme  derselben,  und  /.-,  1,  m  drei 
beliebige  Indices.    Alsdann  erhalten  wir,  wenn  wir  in  dem  Ausdruck 

Q{u-\-v,  u'-\-v,  u" -\-v";  ^öka,  ^£ka)  0(«  —  v,  u — v,  u" — v";  ^öla,  ^e,a) 
a  =  0,  1,  2  •  •  7  setzen,  8  Theta-Functionen  zweiten  Grades  mit  der 
Charakteristik  {^dkl,  ^eu).     Eine  ebensolche  Function  ist 

Q(k-\-ic,  u  -\-w',  u"  -\-ic"]^dk"t,^slm)Q(u  —  w,  u — w'}  u" — w"\  ^öl,n,£lm). 
Zwischen  diesen  2?  — f—  1  Ausdrücken  niuss,  dem  Satz  (I.)  zufolge,  eine 
lineare  homogene  Gleichung  bestehen: 

fQ(u  +  «?••;  fd*",  ±ek"')  9(w  —  w  •  •;  ±öl>»,  ±s*m) 
=  ^[faO(u  +  v  •  •;  ±d*",  **«)  0(u  -v:  ■-<*<«,  4  £'«)], 

a  =  0 

deren  Coefficienten  f,  f0,  f{  ■  ■  f7  von  u ,  u,  u"  unabhängig  sind.  Um 
diese  zu  bestimmen,  verfahren  wir  so: 

Es  sei  ß  irgend  einer  der  Indices  0,  1,  2  •  •  7.  Wir  vermehren 
dann  die  Variabein  um  dasjenige  halbe  Periodensystem,  welches  zu  dem 
Index  Iß  gehört.  Multipliciren  wir  dann  noch  die  gefundene  Gleichung 
mit  dem  Factor 

-2ij  (%..)!/» 

e  7 

so  ergiebt  sich,  vermöge  Formel  (23  : 

2* 
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fßikm+tfii  im  fQ  (u  _{_  w  .  .  -^d*lmß}  ±S*lmß)  e(u]~  W  •    \  \  &"(*,  %£mP) 

7 

a  =  0 

Jetzt  setzen  wir  n  =  v,  u—v,  u  =  v"  \  dann  verwandelt  sich  die 
rechte  Seite  dieser  Gleichung  in: 

7 

yitfiß;  *«  +  »/»;*«/Be(2v,  2v',  2-ü";^*'«/*,  ££*'«/*)  0(0,  0,  0-  £#*/»,  ^s«/8)]  . 

a  =  0 

Es  ist  aber  aß  ein  ungrader  Index,  wenn  nicht  a  =ß  ist;  daher: 

J        10(0,  0,0;  0,0)  wenn«  =  /3. 

Wir  erhalten  daher,  wenn  wir  die  Constante 

0(0,0,  0;0,  0)  mitc0 
bezeichnen : 

ilßikm+lß-,lnt-ip\*ß-lß-,lßfQ(v  +  w...^§klmß)^£*l^^ 

=  />c0  0(2*,,  2V,  2*'';  *tf*<,  £**')• 
Hierdurch    sind   die   Coefficienten  bestimmt,    und  es   ergiebt  sich   die 
Gleichung: 

(26)  c0 0 (2v •  • ;  \ d* \ \  e* ')  0 (u -f w •  • ;  \ ök '»,  £ £* '")  Q(u  —  w---^dl "\  4- g* "<) 

7 

=  ^[il*a,la,Tnal  Q(V-\-W. .- ^dklma,  ±£klma)  0  (v  —  IV  •  • ;  \Ö""!,  \  £"'«) 

X  0(m+v.. ; -£•<?*«, |£*«)  0(M_«j..;|^«^  **«)], 
wo 

[&,  Z,  m]  =  Z;  &»?  -f-  ^  ^ w  —  ^j  ^  —  ^5  ^ 

ist.     Es  ist  nun  zufolge  (24): 

Z;  &JW  =  J^t-   £lÖk"'  +  £*""  ^'  +  d*m  ~  **"")]? 
Z;    JMJ  =  ^[—  £'(5""  +  £'"  (ß*  +  *'"  —  *")L 

Z;  &  =  ^C—  *'<**  +  «*'  (*'  +  **  —  <**')]> 

Daraus  ergiebt  sich: 

(27)  [/,-,  7,  m]«=  "y  [«'  (—  d*m  -  ö""  +  tf*  -f  Öl)  +  g*""  (d»  +  dkm— dklm) 

_j_  £'«  (ö'  _j_  $»»>  _  ^n)  _  Bn  (  #  _}_  ff*  —  <$*')]  . 

In  diesem  Ausdruck  ist  jedes  £  mit  einer  graden  Zahl  multiplicirt.  Da 
wir  nun  [Je,  l,  ni]  nur  modulo  4  zu  betrachten  haben,  so  können  wir 
el,  sklm,  sm,  e*1  ersetzen  durch  andere  Werthe,  die  ihnen  modulo  2  con- 
gruent  sind. 
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Wir  denken  uns  die  drei  Indices  /.',  /,  m  dargestellt  durch  Com- 
binationen  von  einander  verschiedener  primitiver  Indices: 

(28)  Je  =  «i «2  •  •,    l  <=  XXX2  '  •,    m  =  ^,  (i2  -  •, 

und  zwar  wühlen  wir,  da  dies  auf  zweifache  Weise  geschehen  kann, 
stets  diejenige  Darstellung,  die  aus  einer  graden  Anzahl  von  Gliedern 
besteht.  Es  sei  nun  n  der  Complex  derjenigen  primitiven  Indices,  die 
in  allen  drei  Ausdrücken  von  Je,  l,  m  gleichzeitig  enthalten  sind.  Als- 
dann können  wir  setzen: 

Je  =  nJc'}    l  =  nX ,    m  =  nm'\ 

und  es  giebt  jetzt  keinen  primitiven  Index,  der  in  Je',  /',  m  gleichzeitig 
enthalten  wäre.  Es  sei  ferner  p  der  Complex  derjenigen  Indices,  die 
in  X  und  m'  gleichzeitig  enthalten  sind;  q  derer,  die  in  m  und  Je , 
r  derjenigen,  die  in  h'  und  X  gleichzeitig  vorkommen.  Dadurch  dass 
wir  diese  absondern,  zerfällt  jeder  der  drei  Ausdrücke  (28)  in  vier  Theile 

(29)  h  =  nqrs,   l  =  nrpt,  m  =  npqtt. 

n>  P>  d)  r>  s>  t>  u  sm^  dann  sieben  verschiedene  Complexe,  und  so 
beschaffen,  dass  ein  primitiver  Index,  der  in  einem  derselben  vor- 
kommt, in  keinem  der  übrigen  enthalten  ist.  Wenn  wir  jetzt  die 
Indices  1c,  l,  m  zusammensetzen,  so  erhalten  wir: 

(30)  Im  =  qrtu,  mJc  —  rpiis,  Id  —  pqst,  lehn  =  nstu. 

Diese  Indices  sind  hierdurch  gleichfalls  dargestellt  als  Combinatiouen 
von  einander  verschiedener  primitiver  Indices,  und  zwar  müssen  diese 
Darstellungen,  da  immer  eine  grade  Anzahl  von  Gliedern  fortgefallen 
ist,  wiederum  jede  aus  einer  graden  Anzahl  von  Gliedern  bestehen. 
Wir  führen  jetzt  folgende  Definition  ein : 

Es  sei  Je  ein  beliebiger  Index.  Diesen  stellen  wir  dar  durch  eine 
grade  Anzahl  von  einander  verschiedener  primitiver  Indices  (was  nur 
auf  eine  Weise  möglich  ist),  und  bezeichnen  durch  ak  die  Summe: 

ak  =  <j*.  -f.  ß>h  _{_  etc. , 

ausgedehnt  über  alle  Indices  x]}  x.2,  etc.,  die  in  dem  Ausdruck  von  Je 
enthalten  sind.  Da  nun  offenbar  6k  ak  mod  2,  so  können  wir  in 
dem  Ausdruck  (27)  die  Grössen  s  durch  diese  o  ersetzen.  Indem  wir 
dann  diejenigen  Glieder  zusammenfassen,  die  mit  derselben  Grösse  d 
multiplicirt  sind,  erhalten  wir: 

(31)  [ä,  l,  m]  ==  /?[—  &  (akl  —  al)  —  öl  (aki  —  al  —  oklm  —  ö">)  —  fr»  0™ 

_|_  film  (öm  —  0J)  _^_  dkm  ^klm  _  0lj  _|_  §kl6kl  _  ßklm^klmj  mot]  ^ 

Da  nun  die  in  l  enthaltenen  primitiven  Indices  in  vier  Gruppen  n,  r,  p,  t 
zerfallen,    so    zerfällt  die  über   diese   Indices   ausgedehnte   Summe   in 
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vier   Partialsumraen,   die   diesen   Gruppen   entsprechen:   N,  II,  F,  T. 
Es  ist  also 

«*'  =  P  +  Q  +  8  +  T, 

6i  =  N-\-B-\-P+T. 
Folglich 

tfi  —  &  *=  Q  +  S  —  N—  li. 
Da  aber 

Q  +  S  +  N+R  =  tf* 
ist,  so  folgt: 

0*1  —  ol  =  ök  —  2  (N  +  i?) . 
Nun  ist  aber 

iV  +  i?  =  en  -j-  f  =  £"'■  mod  2; 

mithin  ergiebt  sich: 

GM  _  6i  =  6k  _j_  2snr  mod  4. 

Auf  dieselbe   Weise  finden  wir: 

0ki  _  ö«  __  (ji-rm  _  0to  =  qtp  _j_  2 £>•!>'*  mod  4;    l 
öm  —  ^  --  ö/m  _j_  2srt  mod  4, 
0**«  —  ol  =  akm  -f-  2£r*  mod  4. 

Setzen  wir  diese  vier  Ausdrücke  in  die  Gleichung  (31)  ein,  so  zerfällt 
der  Ausdruck  auf  der  rechten  Seife  in  zwei  Theile: 

(32)  [fc,  l,  m]  =  [(&,  l,  m)]  -f  2  (fc,  Z,  m)  mod  4, 
von  denen  der  erste 

[{7c,  l,  m)]  =  ^[-  <?*<?*  —  d'ö'     ö'"  tf'«-|-d7H' g""+ ö'^a'^-f  öwg"     (?**«<,**«] 
ist,  während 

(*,  l,  m)  =  V[£n'-^  +  £rJ'tu  d<  4-  srtdlm  +  e?Pdim]. 
In  dem  ersten  Ausdruck  führen  wir  die  Bezeichnung  ein: 

(33)  2;|W]  =  (Ä). 
Dann  ist 

(34)  [(Je,  l,  m)]  =  —  (ä)  —  (0  -  (m)  +  (2»)  +  (»*)  +  (hl)  -  (&Zm)- 

Den  zweiten  Ausdruck  brauchen  wir  nur  modulo  2  zu  betrachten. 
Wir  können  deshalb  ökm  ersetzen  durch  dk  -j-  d"1,  dlm  durch  dl  -\-  dm. 
So  erhalten  wir: 

(Je,  l,  m)  —  V[(£'jr  +  er?)  8k  -f  (e>-Ptli  +  srt)  dl  +  (trt  +  er*>)  dw]  mod  2. 
Nun  ist 

£nr  _|_   6rp  =  £n^      grj)*«  _J_   £rt  =  gpMj      £r<  _j_   £r.p  __      gp<  mQ(J  2. 


Folglich 


(Je,  l,  m)  =  ^[£nPdk  +  ePuöl  -f  £^<SW]  mod  2, 
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Wir  setzen  jetzt 

np  =  K,    nq  =  L,    nr  =  M. 
Dann   bedeutet  K  deo   grössten   gemeinsamen   Theiler   der   Ausdrücke 
von  l  und  m,  L  von  m  und  Je,  M  von  k  und  /.     Es  ist  dann 

pu  =  Lm,  pt  —  IM] 


mithin 


(1c,  l,  m)  =  S1[eKök  -f  £L'"öl  -f  e^o*"»]  mod  2. 


Wir  führen  auch  hier  eine  abkürzende  Bezeichnung  ein,  die  in 
der  Folge  beibehalten  werden  wird.  Es  seien  a,  b  zwei  beliebige 
Indices;  dann  setzen  wir: 

(35)  ^[>a<**]  =  a  |  6  mod  2 . 

Dieses  Zeichen  ist  also  nur  modulo  2  definirt.     Danach  ist: 

(36)  (Je,  l,  m)  =K\Jc-{-Lm\l-t-  Ml\  m  mod  2 . 
Wir  haben  somit  gefunden  : 

;-a«i;-ifa);-(mtt);-(H/«a) 

(01\  ilkcc,  lec,  mal  =  %  %  l  l  f__  1  \<*tt>  'a>  "<"> 

Diesen  Ausdruck  führen  wir  in  die  Gleichung  (26)  ein,  setzen  aber 
vorher  folgende  Definition  fest:  Es  sei  a  ein  beliebiger  Index;  dann 
bezeichnen  wir  mit  0 («,  u',  u')a  die  Function 

»-M  0(«,  w,  «",  4-<5«.  ^£a)  =  0(«,  u',  w")a  • 
Alsdann  nimmt  diese  Gleichung  folgende  Form  an : 

(39)  c0  Q(2v  ■  .)«  9(w  +  w  •  •)*»  0(m  —  w  •  •)*,« 

7 

-^[(-l)(*a',a,ma)e(v+«;-.)*In,«e(i;-w..)B,ae(M+t;.Ot«e(«^«;.-)iJ. 

Dies  ist  das  Additionstheorem  der  Theta-Functionen  in  einer  sehr  all- 
gemeinen Fassung.  Um  das  Vorzeichen  ( — 1)*°* la' mäi  für  irgend  eine 
besondere  Wahl  der  Tndices  ]<: ,  l}  m  zu  bestimmen,  hat  man  folgender- 
massen  zu  verfahren:  Es  sind  ha,  la,  ma  auszudrücken  durch  die 
primitiven  Indices,  und  zwar  ist  jedesmal  diejenige  der  beiden  Dar- 
stellungen zu  wühlen,  die  eine  grade  Anzahl  von  Gliedern  enthält. 
Alsdann  sind  von  diesen  Darstellungen  die  grössten  gemeinsamen 
Theiler  K  von  la,  ma,  L  von  ma,  ha,  M  von  l;a,  la  abzusondern; 
dann  ist 

(AC\\  ( -t\(ka  ,la,ma)  / -i  \K  |  ka+Lma  \  la-\-Mla  \  ma    • 

Aus  der  Definition  des  Zeichens  a    b  (Gl.  (35))  geht  hervor: 
Da 

sb  -(-  £c  =  £6c  mod  2. 
so  ist 
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(41)  bc  |  a  =  b    «  -j-  c  |  a. 

Ferner,  da 

8b  +  d':       ö0c  mod  2, 
so  ist 

(42)  a|&c  =  a|fc  +  «lc- 

Endlich  ist  a  |  a  =  0  oder  1 ,  je  nachdem  a  ein  grader  oder  ungrader 
Index  ist.     Aus  den  Eigenschaften  (41)  und  (42)  folgt: 

ab  \  ab  =  ab  \  a  ^{-  ab  \b, 

ab  j  a    =    a  |  a  -f-    6    a, 

«  fr  ]  6     =    a\b  -\-     b  \  b . 
Mithin: 

ab  \  ab  -\-  a    a-\-b\b  =  a\b-\-b\a. 

"Daraus  ergiebt  sich,  dass 

a    b  =  b  |  a 
ist,  wenn  von   den   drei   Indices  a,   6,   «6   alle   oder   nur  einer  grade 
ist;  dagegen 

a  |  b  =  1  -J-  b  |  «, 

wenn  unter  den  Indices  a,  b,  ab  nur  zwei  oder  gar  kein  grader  vor- 
handen ist.  Ferner  lehren  diese  Congruenzen,  dass  sich  schliesslich 
(— 1)'*"' la'"tu)   in  ein  Product  der  Zeichen 

auflösen  lassen  muss,  wo  x  und  X  Indices  der  Reihe  1,  2  •  •  2q  -f-  1 
sind.  Diese  genügen,  da  x,  A,  und  xl  ungrade  Indices  sind,  den  Be- 
dingungen : 

(43)  (_l)*l*  =  _l, 

(44)  (_i)*"  =  _(_r/i*     (%£X). 

Wegen  dieser  Eigenschaft  dienen  diese  Vorzeichen  im  Wesentlichen 
dazu,  alternirende  Functionen  mehrerer  Indices  in  symmetrische  zu 
verwandeln. 

§  6. 

Es  sei  a  irgend  ein  grader  Index;  dann  bezeichnen  wir  mit  ca  den 

Werth,    den    die    Function    6  (u,  u  ,  n")a    annimmt,     wenn    die    drei 

Variabein  gleich   Null   gesetzt   werden.     Es   giebt  also  36  Constanten 

ca'i   die  eine   (schon   früher  definirte)  c0  und  die  35  cx;./t.     Wir  setzen 

(45)  -^  =  *i„. 

Es  sei  jetzt  a  ein  ungrader  Index;  dann  fängt  die  Elitwickelung 
der  Function  Q(n,  u,  a")a  nach  aufsteigenden  Dimensionen  der  Varia- 
bein an  mit  einer  linearen  Function: 

(46)  ua  =  Aau  -\-  Bau'  -f-  Cau". 


Aliriss  einer  Theorie  der  A.ber*schei]  Functionen  dreier  Variabein.  25 

Ivs  giebt  28  ungrade  Indices,  die  7  primitiven  x,  und  die  21  zusam- 
mengesetzten xA;  daher  haben  wir  auch  28  solche  lineare  Functionen 
ux  und  Ukx.  Es  sind  jetzt  die  Relationen  aufzustellen,  welche  zwischen 
diesen  Constanten  exxfl;  Ax,  />'*,  Cx]  Axx,  By.x,  Gx\  bestehen;  hierbei 
wird  sich  eine  Darstellung  dieser  Grössen  durch  eine  Anzahl  von 
einander  unabhängiger  Parameter  ergeben. 

Wir  setzen  in  der  Gleichung  (39)  die  sechs  Constanten  v,v',v", 
iv,  iv ,  iv"  =  0;  bezeichnen  wir  dann  die  Function  Q(u,  u\  u" ' )m  kurz 
durch  Qm)  so  erhalten  wir: 

7 

.  (47)  C0  Ckl  6km  Qtm  =  ^  [(-  1  f"'1*' '"")  Cklma  Craa  Oka  0,«]  . 

a=0 

Setzen  wir  hier  noch  u}  u,  u"  =  0,  so  erhalten  wir  die  Gleichung 
zwischen  den  Parametern : 

7 
(48)  C0Ck[  Ck m  Cim=  ^j  [  (  —  1 ) l*  "' ' "' m "]  Ck a  Ct «  Cm a  Ck (ma]. 

Wir  setzen  jetzt  in  der  ersten  dieser  Gleichungen: 

h  =  X{i,    l  —■  0,    m  =  xp, 
wo  x,  l,  p  drei  verschiedene  primitive  Indices  bedeuten.     Alsdann  ist 
hl  ein  ungrader  Index;  die  linke  Seite  der  Gleichung  (47)  verschwindet 
demnach,  und  wir  erhalten: 

7 

2j  [(-lf «' "' X(la)  cxla  c,«u  Q,ftu  0  j  =  0. 

a  —  0 

Ausserdem  verschwinden  diejenigen  Terme  der  Summe,  welche  sich 
auf  die  Indices  0,  x,  A,  ft  beziehen.  Die  Summe  ist  also  auszudehnen 
über  die  4  Indices  der  Reihe  1,  2  •  •  7,  welche  von  x,  A,  ^  verschieden. 
Diese  seien:  a,  ß,  y,  ö.  Um  nun  K,  L,  M  zu  bestimmen,  haben  wir 
Xpa  zu  ersetzen  durch  xßyö,  a  durch  xl^ißyö,  x/xa  durch  Xßyö. 
Der  gemeinsame  Theiler  von  xlpßyö  und  Xßyö  ist  Xßyö,  der  ge- 
meinsame Theiler  von  Ißyd  und  xßyö  ist  ßyö,  von  xßyö  und 
xX^ißyö,  xßyd.     Wir  bekommen  also: 

K==Xßyö  =  x^ia,     L  =  ßyö  =  xXpa,     31  =  xßyö  =  X(.i  u. 

Daher  ist 

(Aft«,  u,  x{ia)  =  K  |  Ajtt«  -j-  Lx\ia    c  -\-  Mcc    xpucc 

=  x  [i  a  |  A  ft  a  -f-  A    «  -j-  A  p    xi.ia . 
Nun  ist 

A^jxfia^l-j-xju.«    Aft, 

da  von  den  drei  Indices  x\iu,  Xu,  xXcc  einer  ungrade  ist;  ferner: 

x  (Li  a    A  ^u-  -|"  x  fi  k    X  Li  a  =  x  u  «    a , 
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und 

Daher  ist 


tt (i a  \  a  -\-  A  \  et  =  x Ä pa  \  a . 
(A^-a,  et,  xficc)  =  1  -f-  ulyta  I  a 


Wir  erhalten  also : 


(49) 


Vr 


,XX(xa  |  et 


2ll{-\)"Alia  '      Cla  CXfla  Qx.ua  6„]   =  0, 

a,  ß,  y,  $ 


Wenn  wir  das  Product  O^«©«  nach  aufsteigenden  Dimensionen  der 
Variabein  entwickeln,  so  ist  das  Anfangsglied:  c^awa;  daher  muss 
zwischen  den  vier  linearen  Functionen  ua,  Uß}  uY,  Uö  die  Gleichung 
bestehen : 

/,  [(—  l)"A'Ua    "  CxXa  CXfla  Cx^a  Wa]  =  0  . 
u,ß,y,d 

Diese  Gleichung  multipliciren  wir  mit  ~s- ;  dann  ergiebt  sich: 

2j[(—  l)*Xfl"  '  "  CxXa  Cy^a  CXf<«  CxXft   Ua]   =  0  . 
a,  ß,  y,  ö 

Nun  ist  eyx,(  eXfiaexiUaexXiu  ein  iu  Bezug  auf  die  Indices  x,  A,  tu,  et  sym- 
metrischer Ausdruck,  den  wir  deshalb  durch  EßYj  bezeichnen  können. 
Ferner  ist  xA{icc  —  ßyd,  xApß  =  yd  et  u.  s.  f.;  es  ist  also 

(-  lfvdUtEßyöua  +  {-\f*^EYdaup 

+    {-Xfa^EdaßUy    +    {-if^EaßyUi^O. 

Diese  Gleichung  gilt  für  willkürliche  Werthe  von  u,  u',  u".  Wir  be- 
stimmen diese  so,  dass  uY  und  u$  verschwindet;  dann  ist: 

Aa       JJa        Ca 


ua  :  Uß  = 


Ay  By  üy 

Ad  Bj  Cd 


Aß    Bß     Cß 

JLy  M)y  \jy 

Aö    Bd     Cj 


Nun  ist 

/ y\ßlft  I  «  __  / y\t?  I  «/ }\Y<*  I  a  __  / jy«  |  a  ,       jn«  I  yd 

/ Y)vSa  w  ==  c_  i)a|/f( \vö  |/S  == c iy*'a( iy y*. 


Folglich  erhalten  wir 


-^a      -£>a       ^a 

EayÖ    '    Ejjyj   =    ( 1)  '     Ay         By  Cy 


:(-l) 


/*'/* 


Wir  setzen  nun: 

(50)  (—i.yi^+i"* 


4>    5j     Cd 

-O.V  Jjy  \Jy 

Ad    Bd     Cd 


A,    Bß     Cß 

Ay  By  Cy 

Aö    Bö     Co 


=  F 


yd' 
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Dieser  Ausdruck  ist  symmetrisch  in  Bezug  auf  die  drei  Indices  «,  y,  d; 
denn  das  der  Determinante  vorangesetzte  Zeichen  rerwandeM  Beinen 
Werth  in  den  entgegengesetzten,  wenn  zwei  der  Indices  «,  y,  d  mit 
einander  vertauscht  werden.     Es  ergiebt  sich  dann: 

Eay<)  _     E(iyd    _ 

FaytS  Fßyd 

Hieraus  ist  klar,  dass  dieser  Quotient  eine  von  jeder  Vertauschung 
der  Indices  unabhängige  Grösse  r  ist.     Mithin  erhalten  wir: 

(51)  eaßYeßYäeY3ttedaß  =  rFxxL,. 

Hiermit  ist  ein  System  von  35  Gleichungen  gegeben,  aus  welchem 
sich  die  Grössen  e  bestimmen  lassen.  Zu  diesem  Zweck  führen  wir 
eine  Reihe  von  Bezeichnungen  ein: 

(52)  TT(*Vi«)  —  **,!,    T\(Fmß)  —  Fm,    U(FaßY)  =  F. 

Das  erste  Product  soll  erstreckt  sein  über  alle  5  dreigliedrigen  Indices, 
welche  %  und  A  enthalten,  das  zweite  über  alle  15,  welche  x  enthalten, 
das  letzte  über  alle   35  überhaupt.     In  derselben  Weise  definiren  wir: 

(53)  W{cxxa)  ==  exX,    T\(eXttß)  —  eX}     U(eaßY)  =  c. 

Setzt  man  in  die  Formeln  (52)  die  Werthe  der  Grössen  FxX/j.  nach 
(51)  ein,  so  ergiebt  sich: 

2     2  3 

(54)  r*FxX  —.-rr  i  rl'°F*  =  -V  i  **F  =  e4  • 


Ferner  ist,  wie  man  leicht  erkennt: 
(55)  g  **  *\  lft    =  eaßyCßYier3ttctitß. 

X       A,       (l       X  A  Li 

Folglich 


(56)  exift  = 


.=   e  e**  e*t*  ej£ 

xeXenFy.).u 


Durch   die   Formeln  (54)   ist  e,  cx,   ex\,   durch   (56)  alsdann   cxz,u  be- 
stimmt. 

§  7. 
Um  weitere  Relationen  unter  den  Moduln  zu  erhalten,  setzen  wir 
in  der  Gleichung  (48): 

Je  =  x  X }     l  =  (.iv ,     m  =  x  [iq  , 

wo   x,  l,  (i}  v,  o   fünf  Zahlen   der  Reihe    1,  2  .  .  7  bedeuten.     Unter 
dieser  Voraussetzung  geht  dieselbe  über  in  folgende: 


7 
a  =  0 


'  0  i  y.  1  f.i  v  lQ?.ft  <-  Q  x  v  /  ,    \_\         *■  )  ^y/.a'-iura'-QX  fi  a  t  n  /.  v  a  J 
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Hier  verschwinden  alle  Glieder,  die  sich  auf  a  =  0,  x,  A,  (i,  v,  o 
beziehen;  es  bleiben  also  nur  die  beiden  Terrae  stehen,  die  sich  auf 
die  beiden  übrigen  primitiven  Indices  beziehen,  welche  wir  mit  a  und 
ß  bezeichnen  wollen.     Es  ist  dann 

(xXa,  (iv a}  x(iQa)  =  ((ivq ß ,  xAp/3,  x(iQa). 
Hier  ergiebt  sich: 

K=XQ,       L        =  (IQ,       M     —ßQ} 

Lm  =  xa}     Ml  =  ßQ(ivu  —  xX. 
Daher  ist 

(xXa,  (iv a}  x(iQa)  =  xQxXa-\-xa(iva-\-xX\x(iQa. 
Für  x q  |  x  A  «  können  wir  setzen : 

1  -j-  x  X  a    x  q  , 
für  xA    x(iqcc: 

xX\  CC(l  -\-  xX  |  X  Q  , 

daher  für  xq    xXa  -\-  xX  |  x(iQa: 

1  -f-  xX    cc(i  -j-  a  |  xq. 
Ferner  ist 

xa  \  (iva  =  xu  |  «ft  -j-  xa  |  v; 
folglich  ist 

(xXa,  (iva,  x(lqc()  _     l  -{-  aX  \  a(i  -{-  xa\  v  -\-  a  \  xq. 

Nun  ist 

1  -\-aX\a(i  =  aX\X[i^X\X(i-\-a\X(i, 

xa  \v  ^  x  \  v  -\-  a  \  v . 
Folglich 

1  -f-  aX    u(i  -J-  xa  '  v  -\-  a  \  xq  =  X  |  A/x  -f-  x  J  v  -J-  a  |  xX(ivq. 

Es  ist  aber 

xX(ivq  —  ß/3; 
da her: 

(xArc,  (iva,  x(iQa)        X  \  X(i  -\-  x  \  v  -\-  a     aß 

=  a  |  ß     -f-  x  |  v  -|-  A    fi. 

Das  andere  Zeichen  (xA/3,  fiv/3,  K^Qß)  ergiebt  sich  aus  diesem  durch 

Vertauschung  von  a  und  ß.    Da  nun  (—  1)"     =  — (—  Vf  '  "  ist,  so  folgt: 

^Ü^QariCQxvCqXfi  ==[  ~  •!■)  (CaxlCaftvCßxftCßXr'     C(j  x  l^ß  fxvCax  fiCuXv)  ; 

daher: 

(57)  ^a/ieexr'?()A((<=(--lj"l^"f    ''         ^  ifiuxX^a^ßx^ßU  -eßx3.eß^veaxfieaxv) . 

Es  ist  nun 

V"axA  ==  Cftßn^qßvßquvCfi^Yj 
f-F(1x/.t  ==  G(>ctxCqayß(iXvGaXv ) 
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In  diesen  vier  Ausdrücken  kommen  alle  Grössen  vor,  die  in  dein  Pro- 
ducta» enthalten  sind,  mit  Ausnahme  von  <  „.    Demnach  ist 

,  ,.         ,.  ,.  ,.  *ßxleß^ea*peaU 

,.17/      .P,        /••  /.'   .      _  p       e"*  ■■    . 

1    ■*■  ßxl-*-  ß  fi*-*-  axu  ■*-  aiv  —  '  p 

Vermöge  dieser  beiden  Formeln  geht  die  Gleichung  (57)  über  in 
folgende : 

(58)       r,"  ={FaxxFafl>F-;yi,  F-;, ,     FßxxFßftvFaxftFaivii—  1J° 

Setzen  wir  hier  für  Fasx,  FatlV  etc.  die  in  der  Gleichung  (50)  ange- 
gebenen Werthe  dieser  Grössen ,  so  verwandelt  sich  der  Ausdruck  auf 
der  rechten  Seite  in  eine  ganze  rationale  Function  der  Werthsysteme 
Aa,  Ba,  Ca;  Aß,  Bß,  Cß  •  •  J, .,  L\ ,  (\.  Fassen  wir  denselben  auf  als 
Function  eines  dieser  Werthsysteme,  so  stellt  er  eine  ganze  homogene 
Function  zweiten  Grades  dar,  welche  verschwindet,  wenn  Aa,  Ba,  Ga 
gleich  einem  der  5  anderen  Systeme:  Aß}  Bß,  Cß  •  ■  Ar,  Bv,  Cv  gesetzt 
wird.    Der  Ausdruck  muss  daher  dargestellt  werden  können  in  der  Form : 

B2 


(59) 


A* 

u 

4 

ä2 

X 

A\ 


b: 


K 


Gl 


B2     & 


BaCa 

BßCfi 

Z*Vx 

B  C 


C  A 

a       a 
CßAß 


G  A„    A    ll 


0i  4i 

CA. 


A  B 


i;    b;     Gl    BvCr    CvAv    ABv 

wo  s  einen  Factor  bedeutet,  der  offenbar  nicht  nur  von  Aa,  B,t  ,  Ca 
sondern  auch  von  Aß,  Bß,  Cß  •  ■  Ar,  !>,,  C,  unabhängig  ist.  Die  Ver- 
gleichung  des  Diagonalgliedes  in  dieser  Determinante  mit  dem  ent- 
sprechenden Gliede  in  dem  ursprünglichen  Ausdruck  zeigt,  dass 

/QQ\  £  / ^\«|/Jxi/tr+/J|*2/tT+*  \Xfiv+l\it*+fi 

ist.  Dieses  Vorzeichen  verwandelt  seinen  Werth  in  den  entgegen- 
gesetzten, wenn  irgend  zwei  der  Indices  a,  ß,  x,  ?.,  ft,  v  mit  einan- 
der vertauscht  werden.  Daraus  folgt,  dass  der  Ausdruck  (60)  eine 
symmetrische  Function  dieser  G  Indices  ist,  die  wir  demnach  durch 
Gq  bezeichnen  können,  wo  p  den  einzigen  noch  übrig  bleibenden 
primitiven  Index  bedeutet.     Wir  erhalten  also: 

(-l)alii+x,t+Xl\Faxa\,urFß>!uFiu-FßXlFß,vFaxuFaU)=G0, 
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§  8- 
Wir   sind  jetzt  im  Stande,    die   Constanten  Ax,  Bx,  Cx,  und  die 
Moduln    exiM    durch 'eine  Anzahl    unabhängiger  Grössen   auszudrücken. 

P       f1 

Wir  wählen  hierfür  die  Verhältnisse  ~A ,  ~  •     Es  werde  gesetzt: 

A    '   A  ° 

Ax  =  lxax,     Bx  =  lxbx,     Cx  =  Jxcx, 

(62)  .    7      -    i 

vx  =  axu  -f-  üyji  -f-  cxu  , 

sodass 

ux  =  lxvx 

ist.  Von  diesen  Grössen  aXf  bx,  cx  kann  stets  eine  willkürlich  ge- 
wählt werden.  Aber  von  den  übrigen  14  Grössen  können  ausserdem 
noch  8  willkürlich  angenommen  werden,  da  nichts  wesentliches  geän- 
dert wird,  wenn  wir  die  Variabein  u,  u,  u"  einer  linearen  Trans- 
formation unterwerfen.  Haben  wir  also  die  Moduln  dargestellt  durch 
die  21  Constanten  ax,  bx,  cx,  so  werden  wir  die  Anzahl  dieser  Para- 
meter, sobald  wir  wollen,  auf  6  reduciren  können.  Indess  gestalten 
sich  die  Resultate  übersichtlicher  ohne  solche  besondere  Annahmen. 

Wir  denken  uns  in  allen  gefundenen  Gleichungen  die  Werthe 
ly.«x,  l>y.bx,  lxcx  für  Ax,  Bx,  Cx  eingesetzt.  Die  Functionen,  welche 
wir  erhalten,  wenn  wir  in  den  Ausdrücken  von  Fxifl,  Fxi,  Fx,  .Fund 
Gq  sämmtliche  Grössen  Ax,  Bx,  Cx  ersetzen  durch  ax,  bx,  cx,  bezeich- 
nen wir  durch  fxx,u,  fxx,  fx,  f  und  g^.  Ferner  führen  wir  zur  Ab- 
kürzung die  beiden  Bezeichnungen  ein: 

(63)  lj2-  ■  -l7  =  l     und     gx  g2  •  •  •  g1  =  g. 
Es  ist  dann: 

(64)  FxXh  =  lxlxlhfx,tl, 

(65)  Gl,  =  -^-gQ. 
Aus  der  ersten  dieser  Gleichungen  folgt: 

(66)        Fal-i?Äf.i>  *.-t%f.>  F=fy- 

Dadurch  gehen  die  Gleichungen  (54),  (56)  und  (61)  über  in  folgende: 

2   2 
fcn\  ■>i-fiH.r  e  e*>-  15  75  710  />  e3  35  715  r  4 

txeX 


(68)  cxxhl 

(69) 


eexXex^Xß 


rexele(ilxhlnfxl(i 

—  e0         p 


ll 


In  der  letzten  Gleichung  setzen  wir  q  =  1 ,  2  •  •  7  und  bilden  das  Pro- 
duct;  dann  ergiebt  sich,  da  offenbar  c,c2  •  •  e7  ==  e3  ist: 
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(70)  —  c3  =  rwll2g. 

Wir  haften  nun    mit  Hülfe  dieser  Gleichungen  « 1  i « •  Grössen  e}  eXf 

i'xä,   ßxXfii  I)   l»  auszudrücken    durch   die   Constanten   r,  fxXu   und  gx. 

\us  der  letzten  Formel   in   dem   Gleichungssystem   (67)  und  aus  (70) 
folgt  zunächst: 

(71)  —  f, 

(72)  !V=      £• 
Ferner  aus  (G7)  und  (69): 

(73)  £-isrtä> 


r 


(74)  5- "3 
Endlich,  ebenfalls  aus  (67): 

(75)  <i-jr£Afal> 

Jetzt  können  wir  den  Modul  ex2/l  selbst  darstellen.    Nach  (68)  ist: 

2    2       2        2 
2         _  e    exX  ey.fi  eXfi 

exlli,  —''       2    2     2    2  ?2  72  72    ,-2 

e2  =  -£-  nach  (71), 

222  f3       4     4     4    /■       /»       /■  i      /nrN 

exieXfl%=-^-9xffi9ftfxifx/lfift  nacb  (75)> 

2  „     72  72  72  4  76  /'f' 

r  exex%l*h  lli==-rl  9x9x9,,=—-—  9x9,9fl 
(nach  (69)  und  (72)). 


Nun  ist 


Daraus  folg  : 


p_    0*9x9 ßfxxf*fifxrL 
'   *  exezeff 


cx  n  cpixXfi 

Erhebt  man  diese  Gleichung   noch   einmal  zum  Quadrat,  so  folgt,  da 
nach  (73) 

P 


ist: 

Nach  (55)  ist 

Ausserdem : 
daher: 


x  "x  vft        gib   fx  * x  i/ii  9X  9i 9^ 


c„e,  e 


4      _  f_     9x9x9flfxX  fxfi  fx/u 
**"        9  fxfxf.ftxn 

•  ixX'Xfl  >Xfl  _    /•  /•  r  r 

f    f   f    f  Taß,yfjiYdfYÖulöaß' 

1  x  IX  I fi  I xXfi 

9  =  9*9x9v9«9?9y9z\ 
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4    '  fy.l  fy-n  h/Lt  fgßy  f,iy  d  'yda  'daß 

"^~  9«9ß9Y9öf»?.„ 

oder,  wenn  wir  die  Producte  fy.x,  fy.M,  fi^  auflösen: 

•t         __     I  y.Xal  xlfil  y.lyl  /.l<)l  /•>,  I  /  „  -;1  /.  u  yl  y  u  ,)  / /  ^a'/.u  tih.uyf).i, 6  I u  -Jy1 \i  y  ,t 'yja/ja/tf 

*Xfl  9a9ß9Y9ä 

Diese  Formel  können  wir  so  darstellen: 

(76)  e4     =n(/-'"L 

Das  Product  im  Zähler  ist  zu  erstrecken  über  alle  diejenigen  gradeu 
Indices  m,  für  welche  mxl^i  ein  ungrader  Index  ist;  das  Product 
T\(g«)  dagegen  über  alle  von  x,  A,  [i  verschiedenen  primitiven  Indices. 

§  9- 
Es  bleibt  noch  übrig,  die  Anfangsglieder 

uxx  =  Ay.iu  4-  T>y.xn  +  CKiu" 
der  21    Functionen  §y.x  zu  bestimmen.     Zu   diesem  Zweck   setzen    wir 
in  der  Gleichung  (47) : 

h  =  xkf      m  =  x{iv,      1  =  0, 
wo  x,  A,  fi,  ?;  vier  verschiedene  primitive  Indices  bedeuten  sollen.    Es 
ist  dann,  da  Cki  =  0  ist, 

2»[(_-i)W«.«.«^-)^„.ft/l,-e,lBej. 

a  =  0 

Hier  fallen  fort   die  Glieder:   x,  A,  ft,  v,   es   bleiben  übrig  die   vier: 
0,  a,  ß,  y.     Es  ist  nun  zunächst 

(xA,  0,  Xfiv)  =  (xA,  0,  aßyX). 
Hier  ist  offenbar  K  =  0,  Z  =  A,  Jf  =  0,  daher 

(xA,  0,  xftv)  =  0mod2. 
Ist  dagegen  a  von  0,  x,  A,  fj,  v  verschieden,  so  erhalten  wir 

(xAß,  a,  xpva)  =  ((ivßy,  xX^vßy,  x^iva). 
Hier  ergiebt  sich: 

K=x[iv,       L  =  iiv,       M=[tvßy, 

Lm  =  xa}      Ml  =  [iv  ßya  =  xA. 
Es  ist  daher: 

(xAa,  a,  x fif«)  =  x^tv  |  xA«  -f-  xa  |  a  4-  xA  |  x^iv a. 

Es  ist  aber 

Ji[iv\x2.a:y=it[iv    xX  -\-  xpv  \  a, 

xA  |  xpva^^xX  j  x[iv  -\-  xA  |  a, 

x[iv\xX-\-xX\x[iv=l  mod  2, 
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weil  von  den  drei  Indices  xfiv    y./../.ur  aur  einer  ungrade  ist.    Mithin: 

■  x  /.  et ,   o: ,   y.  ii  i  i  1  -f-  x  k     ('.  4-  y.uv     tt  -j-  x  l 

dies  isi 

1   +  ßy     .    . 

Demnach  ergiebt  sich  folgende  Gleichui 

+  (—  i)raipcy«*cYaiexißeß+  (—1)°'"  ■  ,  ,,-,,-;;. e,,,G;.. 

Wir  verfahren  mit  dieser  Gleichung  ebenso ,  wie  früher  mit  (4'.1  .  Das 
Anfangsglied  der  ungraden  Function  00,;.  ist  c0uXi,  das  Anfangsglied 
von  0X;„0„  ist  CxiaUa  oder  cxialaVtt-     Demnach  isi 

(78)  «,;.  =  (     ^rl.'a.iVr«^1-  Va 

+  (    l);" 

eX(lVel{4  I 

I     /_  ]\«/»l7   V*  g<*f*  e«/9it  ^  _ 

Hierdurch  ist  Uxi  linear  dargestellt  durch  va,  Vp,  vY]  wo  a;  ß,  y 
drei  beliebige  von  jc,  X  verschiedene  Iudices  bedeuten.  Wir  suchen 
jetzt  deu  Coefficienten 

H—r  .  d     et* ***?<''■ 

XZ  tax).  la  } 

C((  vx  >  >  2 

durch  die  unabhängigen  Grössen  a,  h ,  c  auszudrücken.  Nach  Formel 
(51)  und  (64)  ist 

''',;  Li  '>•  /ich  , 

r  hc  '  -;  'y  fu  ß  y 

•)  />        -    '       '  !_£_  . 

CflVX  ',«>/.    — 

' fi  z/.'r//. 

Daraus  folirt : 


H  = 


'a  '«    i       6V-  x  '/. ' 'u  x  '/. '  r  x '.       >a  ii  i 
Iß  \  €l-ix).  eyx).  faß-/ 


P 

Wenn  wir  nun  aus  der  Gleichung  (68)  die  Werthe  von  eaxi,  eHxi  etc. 
einsetzen,  so  wird 

eax).  eftxl  e\y>.         _    e  '  y  \-;  '  y  l',:x  '  ii  x  '  j  x  '  al  'u  i  '"  i  i  '■/■>■  'ßxi  f ;  x'i. 

eßx).€yx).  '•      '  ■;.L,iil>Ix!>.' 

Es  ist  aber: 

'./'«'rz'^'ix';  X    =    ßx, 


Folglich: 

eai.e^ieriexxßßxCyi  =  ',;  • 

«axefix^                               xl 

ITTKY, 

che  Fun  ct. 
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und  daher: 

eaxXeMxl  evy.l     ^    e_      ' eßeyexeXlßlyfßx).fyxl 

*XeyxX  '     exX  eaehevl((lJvlyl-/e^yeY\ei^e.^fuy/fl  lKi .  /, 

Da  ferner 

'  s.  6).  ß/u  (?v  ==  C 

ist,  so  können  wir  setzen: 

eß  eY  e*  e).  =   e.  4  e*  _ 

Somit  ergiebt  sich: 

2       2      2       2/-  r  r 

TT  _1 V_V___iVZ  '•  '  >'  *  *  '  _ 

<v  />^        77  2  2  2  2       j?  ./*  -F  -F 

'y.  h.  ey./.  eßx  eyy.  eßk  eyX  Taxi  ',«  vi  'vxX  'aßy 

Es  ist  nun  zufolge  (73): 


zufolge  (75): 
und  nach  (71) 


2     2     2     2  P2     ,.     e    >     r.      5     5     5     5 

eß  ey  exeX=^    tß  ty  /„  /„  9ß  9y  <J,  9l  , 


2        2        2        2  f^ffff         4444 

eßxeVxep.eyi  =  y  fßJr*fßlf,x9ß9y9*9x 


e2- 


Danach  ist: 

TT-  lfy  9y  9x  9l  fß  fy  fx  h  (ß  xX  fyxX  fu  «  V 

'' 92  ly.  h  cx  I      tß  x  fy  x  fß ).  fy  l  Ut  y.  1 1 fl  »xfyxxfaß y 

Diese  Formel  wird  vereinfacht  durch  eine  identische  Relation ,    welche 
zwischen  den  Grössen  /  besteht,  und  die  leicht  zu  verificiren  ist: 

fafivfßyxfßyxfßxxfyxifßfyfxfx  =  ffßyfßxfßxfyxfyxfxX  • 

Aus  dieser  folgt: 

fßfy  fxhfßxxfyxX  fa  u  v    _  _    ffßy  U.  >. 
fß  x  fßX  fy  y.  fyX  fß  y  x  fß  y  l 

Dadurch  wird: 

JJ=   -9ß&y9x9x  ffßyfxX 

r  92  K.  h  exl      fßya  fßyx  fßyX  fxXa  fxXf,  fxXv 

Lösen  wir  jetzt  die  Producte  /.;   und  fx-,.  auf,  so  ergiebt  sich: 

■H—-7.  &  1*1   c    ,    •  9ß  (Jr  fß  xxfyxXJ  '■;  y ,,  fß  y  »  ■ 

'  y  'x '/.  cxi 
Wir  setzen  jetzt: 

(79)  yjTx-h^x  =h}> 

(80)  uxx  =  hx  vxx  =  Jri  (ay/n  -f  bxx  u  +  c,\  u"). 
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Dann  ist  vxx  bestimmt  durch  folgende  Gleichung: 

(81)  ü*a  =  (—  l/y  '<!■;!!,  f. ,,!,  ,,/,'..  ...  /,'...  'V 

+  (— 1)'"  ^UyÜofv *>■!'>" '■!'■; «»f. 
+  (-  0        '.".  gpfaxlffix    !  i  '>. 

Die  Coefficienten   dieser  21  linearen   Functionen    sind   also    ganze 
rationale   Functionen   der   Coefficienten    von   vt ,  v2  ■  •  v-.     Der   Factor 
lxx  ist,    ebenso  wie  ?x  und  exX/u   die  vierte   Wurzel   eines   solchen    An- 
drucks; nämlich 

(8)  ^""TTTE    " 


Zweiter  Theil. 

§  1. 

Nachdem  wir  durch  die  Aufstellung  der  Relationen  zwischen  den 
Moduln  der  Theta-Functionen  dazu  gelangt  sind,  diese  Moduln  durch 
eine  Anzahl  unabhängiger  Grössen 

r\  «!,&!,  ct;  a.2)b.,,  c2-  •  •  a1}b:,  (: 
auszudrücken,  werden  wir  jetzt  die  Beziehungen  betrachten,  wrelche 
zwischen  den  Theta-Functionen  selbst  und  ihren  Differentialquotienten 
bestehen.  Es  wird  sich  hier  ein  analoges  Resultat  ergeben.  Der 
Quotient  je  zweier  Theta-Functionen  wird  sich  darstellen  lassen  als 
die  Quadratwurzel  aus  einer  rationalen  Function  einer  Anzahl  von 
Werthsystemen : 

x,y,Z]  %\iV\iZ\\  x2)y2)8i\  x-s,y$,8-i, 
deren  jedes  einer  homogenen  Gleichung  G  (x,  y,  z)  =  0  vom  Range  3 
genügt,  während  die  einzelnen  Werthsvsteine  von  einander  unabhängig 
sind.  Aus  denjenigen  Relationen,  welche  zwischen  den  Grössen  0  und 
ihren  Differentialquotienten  existiren,  werden  wir  weiter  den  Schluss 
ziehen,  dass  sich  die  Argumente  u,  u' ,  u"  durch  Integrale  erster  Gattung 
der  Grössen  (#,  y,  z)  etc.  ausdrücken  lassen. 

Zunächst  betrachten  wir  diejenigen  quadratischen  Relationen, 
welche  zwischen  den  *2S  ungraden  Theta-Functionen  bestehen:  hieraus 
wird  sich  die  algebraische  Grundlage  für  die  ferneren  Untersuchungen 
ergeben. 

Alle  diese  Relationen  entspringen  aus  der  Gleichung: 

(1)  C0  Ckl  0,  „  0,  m  =  ^  [—   1  )<*  «•'«. '"  *>  C, «  m  a  Cm  «  0*  «  0,  a] 

durch  besondere  Wahl  der  Indices  /.-,  1,  m.    Die  Natur  dieser  Beziehungen 

3* 
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wird  klarer  erkannt,  wenn  man  statt  der  Grössen  0m  andre,  öm>  ein- 
führt, deren  jede  sich  von  dem  entsprechenden  0  nur  um  einen  con- 
stanten  Factor  unterscheidet.  Dieser  Factor  soll  so  gewählt  sein,  dass, 
wenn  Qm  und  öm  grade  Functionen  sind,  a„t  den  Werth  1  erhält,  wenn 
die  Argumente  u,  u,  u"  gleich  Null  gesetzt  werden.  Ist  dagegen  der 
Index  m,  und  somit  die  Function  Om  selbst  ungrade,  so  soll  der  Factor 
in  der  Weise  bestimmt  werden,  dass  das  Anfangsglied  in  der  Ent- 
wicklung von  0m  nicht  um  =  Amu  -f-  Bmu'  -f-  Cmu",  sondern  vm  =  amu 
+  bmu -f-  c„,u"  ist;  was  wegen  der  Gleichung  um  =  lmvm  jedenfalls 
möglich  ist.     Danach  ist: 

für  grade  Indices  m  :  Qm  =  cm6m, 
für  ungrade  :  Qm  =  lmam. 
Es  wird  sich  dann    zeigen,   dass   die   in    den  Relationen   zwischen 
den  Grössen  Om  vorkommenden    Coefficienten   sich   rational   durch   die 
Grössen  (aX)  bx,  cx)  (x  =  1,  2  •  •  •  7)  ausdrücken  lassen,    und   zwar  als 
Producte  von  den  Determinanten-Ausdrucken: 

ff*   l>y.    CX 

fxxf<  =  (—  1)*  ^  +  ;"  "  \axhcx 

(°)  \a    h   r 

9q-=  (-  !)"  'y  +  *   '+*  fl(.fa*lfa(<vfßxflfav  —  f(ixxfßflvf«Xnfalv).*) 

Diese  Umformungen  beruhen  auf  den  Gleichungen  (68)  bis  (79)  des 
ersten  Theils,  ausserdem  auf  den  identischen  Beziehungen  zwischen 
den  verschiedenen  Producten  e,  ex,  exi  und  ihren  Factoren  cz;.„. 

Wenn  wir  von  den  linearen  Relationen  zwischen  den  Quadraten 
der  Theta-Functionen  absehen,  so  haben  alle  quadratischen  Gleichungen 
zwischen  den  ungraden  0  die  Form: 

AOaO,  +  ÄQa  0,  +  A"GaOb  +  Ä"Qa~Qb»  =  0, 
wo  A,  Ä,  A",  A"  constante  Grössen   bedeuten,   und   die  Indices  a,  b, 
a  ,  b'  etc.  den  Bedingungen 

ab  =  ab'  =  a"b"  =  a'"b" 
genügen.     Es   sei  nämlich  m  irgend   ein   von  0    verschiedener  Index. 


*)  Das  Vorzeichen  dieser  Gleichung  erhält  man  leicht  in  folgender  Weise. 
Fasst  man  die  beiden  Gruppen  von  je  4  Indices,  mit  denen  die  Grössen  f  behaftet 
sind,  auf,  und  greift  irgend  einen  Index  der  ersten  Gruppe  heraus,  z.  B.  axX,  so 
ist  a  mit  •&%  verbunden.  In  der  zweiten  Gruppe  ist  ß  mit  v.1  verbunden;  daher 
bilden  wir  a  \  ß.  Es  ist  ferner  in  axA  %  mit  aX  verbunden;  in  der  zweiten 
Gruppe  v  mit  aX;  daher  haben  wir  x  |  v.  Drittens  ist  X  mit  av. ,  in  der  zweiten 
Gruppe  ju.  mit  av.  verbunden;  dadurch  entsteht  X  |  jt».  So  erhalten  wir  im  Ganzen 
das  Vorzeichen  (—  I ')"  *+*  ,+A  ■".  Wir  würden  denselben  Werth,  nur  in  ver- 
ändertem Ausdruck,  erhalten  haben,  wenn  wir  statt  cckX  irgend  einen  der  drei 
übrigen  Indices  der  ersten  Gruppe  herausgenommen  hätten. 
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Dieser  muss  sich  im  Ganzen  auf  32  Arten  in  zwei  verschiedene  In- 
dicea  a,  b  zerlegen  lassen.  Von  diesen  32  Zerlegungen  wird  die  Hälfte 
so  beschaffen  sein,  dass  der  eine  [ndi  \  grade,  der  andre  ungrade-  ist. 
Bei  den  1*5  übrigen  wird  entweder  a  und  b  grade,  oder  a  und  b  un- 
grade sein;  und  zwar  wird  die  Anzahl  der  Zerlegungen  der  ersten 
Art  10,  die  der  zweiten  Art  6  betragen.  Ist  z.  B.  m  =  x,  und  a,  ß, 
y,  d,  e,  £  die  ii  übrigen  primitiven  Indices,  so  erhalten  wir  eine  Zer- 
legung von  in  in  zwei  grade  Indices  a,  l>,  wenn  wir  setzen:  a  =  ccßy, 
b=d£%-,  in  zwei  ungrade,  wenn  wir  a  =  a,  b  —  an  setzen. 

Zerlegen  wir  nun  m  auf  verschiedene  Arten  in  ein  Produd  zweier 
Indices,  welche  beide  grade,  oder  beide  ungrade  sind:  m  =  ab, 
m  =  a'b'  etc.,  so  sind  die  Producte: 

0«0i,    0«<0//  etc. 

nach  der.- Definition  des  §  3  grade  Theta-Functionen  zweiter  Ordnung 
mit  der  Charakteristik  {(im,  vm).     Die  Anzahl  der  von  einander  linear 

unabhängigen  Functionen  dieser  Art  beträgt  nach  §  3:       =  4;  daher 

muss  zwischen  je  5  derselben  eine  lineare  homogene  Gleichung  be- 
stehen. Wenn  die  Argumente  gleich  Null  gesetzt  werden,  so  ver- 
schwindet das  Product  ©((06,  wenn  a,  b  ungrade  Indices  sind;  dagegen 
erhält  es  einen  von  Null  verschiedenen  Werth,  wenn  a  und  b  grade 
Indices  sind.  Daraus  folgt,  dass,  wenn  wir  von  den  5  Producten 
0rt06,  ©«•  ©6'  etc.  in  einem  die  Indices  grade,  in  den  übrigen  ungrade 
annehmen,  der  Coefficient  des  einen  Products  gleich  Null  sein  muss. 
Mit  andern  Worten:  Wenn 

m  =  ab,    m  =  db',    m  =  a"b"  etc. 

die  6  möglichen  Zerlegungen  des  Index  m  in  Producte  je  zweier  un- 
graden  Indices  sind,  so  sind  je  4  der  6  Functionen 

0«06,    0«-06-,    0(£-  06'  etc. 

durch  eine  lineare  homogene  Gleichung  mit  constanten  Coefficienten 
verbunden. 

Der  Index  m  kann  nun  die  drei  verschiedenen  Formen  x,  xl,  x/.u 
haben.  Es  seien  a,  ß,  y,  8,  x,  X,  (i  die  7  primitiven  Indices  in  irgend 
welcher  Reihenfolge;  dann  erkennen  wir  zunächst,  indem  wir  m  =  x 
annehmen ,  dass  durch  drei  Glieder  der  Gruppe 

0«0«x,  0,0„,  0;0;x,  0J0J.,  0x0^,  0,,0.„x 

sich  die  drei  übrigen  linear  und  homogen  ausdrücken  lassen;  wenn 
wir  in  =  xl  setzen,  dass  dasselbe  gilt  für  die  Gruppe 

0«x0^,  0/Sxö/s-ii  ©yxöyi,  0Jx0j;.,  0,«x0,«;.,  0x0;.; 
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endlich,  wenn  wir  m  =  xX^i  =  aßyö  setzen,  ergiebt  sich  dasselbe  für 
die  Producte 

0*0;/(,   0;.0,,x,    QfiQxZ}   0«cJ0;y}-,   0^<}0y«,   0YdOui. 
Dieselben  Eigenschaften  übertragen  sich  natürlich  auf  die  0. 

§2. 

Alle  diese  Gleichungen  zwischen  den  ungraden  0  oder  6  sind 
enthalten  in  der  Fundamental-Gleichung  (1).  Wir  heben  aus  ihnen 
drei  hervor,  durch  welche  die  algebraischen  Beziehungen,  in  denen  die 
28  Functionen  unter  einander  stehen,  vollständig  definirt  sind. 

I.  Wir  setzen  zunächst  k  =  0,  l  =  x,  m  —  Ip.  Dann  erhalten 
wir,  da  Cti  —  0  ist: 

]?  [(-  i)i«.««.**«>  c,i/lciMe.e„]  =  o. 

a  —  0 

Diejenigen  Glieder  dieser  Summe,  die  sich  auf  die  Indices  0,  x,  l,  ft 
beziehen,  fallen  fort,  da  in  ihnen  entweder  cuKxfl  oder  ctt^ti  gleich 
Null  ist.  Die  Summe  ist  also  nur  zu  erstrecken  über  die  4  primitiven 
Indices  a,  ß,  y,  d.     Es  ist  nun 

(a,  xu,  Xfia)  =  (ßydxÄ{i,  xa,  ßydx); 


daher: 
mithin: 

oder,  da 
ist: 


K  =  x,     L  =  ßydx  =  aXn,     31  =  X ; 

(a,  xa,  X[ia)  =  x  \  a  -\-  0  |  xa  -\-  a  \  lpa\ 
a  |  Xpa  =  Xfiu  |  a  mod  2 


(a,  xa,  X^ia)  =  xÄ[ia  |  a  :zz  ßyd  \  a. 
Wir  erhalten  demnach: 

axkp  können  wir  ersetzen  durch  ßyd.  Unter  dem  Summenzeichen 
steht  dann  ein  Ausdruck,  der  in  Bezug  auf  die  Indices  ß,  y,  d  sym- 
metrisch ist.  Durch  Yertauschung  von  «,  ß,  y,  ö  unter  einander  erhält 
derselbe  vier  Werthe;  die  Summe  dieser  vier  Werthe  ist  Null.  Dies 
bezeichnen  wir  so: 

8       {(—  iyvö\«CiiYdCa).uQ«Qay\  =  0. 

Dividiren  wir  diese  Gleichung  durch  r0-,  und  ersetzen  jedes  0,„  durch 
lm  am ,  so  ergiebt  sich : 

S    {(—  lyr'l'eßyteairlalzMtatax}  =0. 
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Nun  ist,  nach  (68)  und  (79): 

eJL(i  1 

C     Ca_xCu).eauCX/.Cx  ii'')„  1 

"    '"  *lep  lßlYl4ffiyd' 


lala*—        ;     -  , 


(da  die  Identität  stattfindet 

I 

folglich : 

,    .  <-f    e2aZel^e^e^      ga<jx 

Ferner  ist,  mich  (73)  und  (75): 

uC/.„  (f        IglfgfifXfi 

und  dieses  ist,  wie  aus  der  Identität' (55)  hervorgeht: 

_  ff   faXnf(!ySfy$*fSfixf(iy* 

~~  f  9u9y.9ft 

Mithin  ist: 

c2q7  ()„cv  ,e„  „ 

7      7  J     J  X     X  /.     X  tU      r>  /»  /» 

Ca/.fiVpydlalay.  —     rlf*e    ,,.  n     lybx]  <J  ,)>/,■*;•*  • 

Wenn  wir  diesen  Werth  des  Coefficienten  in  die  Gleichung  einsetzen, 
den  gemeinsamen  Factor  aller  Glieder  aber  fortlassen,  so  erhalten  wir: 

S     {(_  lYr'\*fri,f8pxfflr,eaita9}  =  0. 

II.     Wir  setzen  ferner: 

k  =  X,     l  =  A,     m  =  A/tv. 
Dann  ergiebt  die  Hauptgleichung,  da  wiederum  c*j=0  ist: 

7 
a  =  0 

Hier  fallen  diejenigen  Glieder  fort,   welche   sich  auf  die  Indices  x,  X, 
{i,  v  beziehen.     Nennen  wir  die  drei  übrigen  or,  ß,  y,   so    ist  demnach: 

2j[(-iy*«^«^-wca*,(rca?.HrOay.oa;]  +  {—  iy*^?-u"cxllvc?.ureltQi=o. 

<*,p,Y 

Es  ist  nun  zunächst 

(x,  X,  X\iv)  =  {aßylav,  c<ßyxui\  aßyx)] 
daher: 

K=aßyx  =  lyiv,     L  =  aßy  =  xXjiv,     JI  =  aßy  u  v  =  x /.] 
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mithin : 

(x,  l,  l{iv)  =  Aku v  |  x  -j-  x  \  l  -\-  x  \  l[iv , 

und  dies  ist  eee  A  |  x  mod  2. 

Bei  der  Bildung  von  (xa,  la,  l^iva)  ist  K  =  la,  L  —  a,  M  —  a; 
mithin 

(xa,  la,  Ipva)  =  Aß  j  jc«  -J-  Ipv  \  la  -f-  l  \  Ipva. 
Durch  Zerlegung  finden  wir 

la  |  xa  =  l  \  x  -\-  l  \  a  -\-  a  \  x  -\-  a  \  a, 
lt.iv  |  la  =  Ipv  |  A  +  A^v  |  ß, 

A  |  A ft 7/ «  : A  |  l^iv  -f  l  |  a; 

mithin,  da  Aftv|A  +  A|Af*v  =  0  mod  2  ist: 

(xa,  Aa,  Afiva)  =  A|*  +  a|a  +  alx  +  Attv  |  «. 
Dies  ist  eongruent  l-|-^lx  +  ax^f*vla;  somit  ergiebt  sich: 

<V-y 
Diese  Gleichung  lässt  sich,  ähnlich  wie  die  vorige,  in  folgender  Form 

schreiben: 

oder,   wenn  wir  die  Grössen  tf  einführen: 

Nun    sind    noch    die    Coefficienten   in   einfacherer   Form    darzustellen. 
Nach  (68)  ist: 


daher 


Ebenso  ist: 


e     ey.uey.veiiv  1 

,  /  C"y.C(tu  eav    ' /  \u  '.  fitft  v 


eityx  __  e«lea,ieav     h  Z.»  K     fift» 

c?.,,,~  ea           liiIy1y-   f'fiyr- 

Endlich  folgt  aus  (79): 

hxhl  f*              Ä9*9i 


Die  Multiplication  dieser  drei  Gleichungen  ergiebt: 

eßyXeßyxlaxlal  _        f_      4^  4  v    %  Zr  fe  &  ^«jk  v  h  /< * 
ex(tv  <■*.,,,  <yh.  ig  ea         lalßlYlxhlßy*lßYl 
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Nun  ist 


l2l2  /' /' 

'  ii   i  /,   i  i   g 

ßiplA~    ?    "  r.ti\'JL 

I    g    Qu  9v     /«:,u'«l  # 


e;(  ~   f     9a         fa      ' 

dadurch  geht  der  vorstehende  Ausdruck  über  in: 

I    9g9x  9l     fgftfai  l/nrh.u  , 
0      0u9v        fufufyfßyxfßyX 

Hier  wenden  wir  wieder  die  Formel  an: 

I  I itii  ' ,ci' j.ir  ,.  ,.  ,.  ,•  -• 

f    ,    ,■  fafivfßyxj  iy  Xj  ßxl]  yxX- 

I a1  fx>  v 

Dadurch  wird 

eßyiLeiiyyJccyJa/.  9a  9x9/1     /y/uvh.u  ■  I 'u  ,<<  '  / i  y.'/Jyy.). 

e*nve\,ur  K.  h      ~  9  9M  9V  /;, , 

oder,  da 

Iftv  ==1  l  /■  ii  vfXfA  1 1  f."  i 1  i  ii  >  /  ';/<  '  ) 

9  =  9«9*9i9/*9v9ß9y 
ist: 

'\iy'/.  e/}yyJgyJa?.    _  1  fßxltyxk 

<*,«■   <;.,,,  hh  H/Iyti'j;    fßnvfym 

Nachdem  auf  diese  Weise  die  Ausdrücke  der  Coefficienten  transformirt 
sind,  nimmt  unsere  Gleichung  folgende  Form  an: 

«,,V/  {  liiivlyiiv    9ß9y9(l9v) 

III.    Eine  dritte  Relation  zwischen  den  ungraden  a  erhalten  wir, 
indem  wir  setzen: 

h  =  d}     l  =  xX^td,     »i  =  xd. 
Dann  ergiebt  sich: 

7 

coCcipOxeif,  =  ^i(—  i)('a'«*M<»«.*'«)ci#c,BcJt,BejBe«2/,*j. 

a=0 

Hier  verschwinden  die  Coefficienten  für  die  Werthe  0,  x,  '/.,  a,  d  des 
Summations-Index  a.  Diese  Gleichung  nimmt  deshalb,  wenn  wir  durch 
«,  ß,  y  die  drei  von  x,  X,  (i,  ö  verschiedenen  primitiven  lndices  be- 
zeichnen, die  Form  an: 

•  ,  u  Q,  Q,  u  =     S     j  (—  1  )<d  '•'•  *  '■  "  ä  «'  *  (K"  C,  i,  3  a  C,  i  a  0,1  a  Qs  ,  „  ,1  «j  , 

oder,  da  xXfxdcc  =  ßy  ist: 

CVr,A„0,0;((   =      5      j(—l)«'«'^'X,,«^«/»yC»«d0/,ye«j}. 
«,/J,  y  '  ' 
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Nun  ist 

(da,  ßy,  xda)  =  (da,  ßy,  X(ißy). 

Bilden   wir   hier  wieder  die  grössten  gemeinsamen  Theiler  der  Indices 
Je  =  da,  l  =  ßy,  m  =  Xpßy,  so  erhalten  wir: 

K=ßy,  L  =  0,  31  =  0; 
es  ist  also 

(da,  ßy,  xda)  =  ßy  \  da  -\-  xda  \  ßy-\-ßy  \  xda, 
und    dies  ist  =  ßy  \  da  mod  2,   da  von  den   drei  Indices    xda,    ßy, 
xda  ßy  zwei  ungrade  sind,  der  dritte  grade.     Wir  erhalten  demnach: 


oder: 


C0  Cy. ,  „  6*  Qlfc  =  S     {  (—  l)ß  y  I  "  ä  CX  ß  y  r-,  a  i  Qß  ..  0«  J  \  , 

«1  /?,  •/ l  ' 


Nun  haben  wir  den  Coefficienten : 

()  =   CyJve,caä  ßY^ad 
ex).fi  h.h.n 

umzuformen.     Wir  bilden  zunächst: 

a  _  e*ßrlfiY 
lx 

Es  ist  nach  den  Formeln  (68)  und  (79)  des  ersten  Theils: 

eexßexyeßy  ,  f9[j9y 

e*ßY  ,e   r   r   1   1    I   f         >       ^Y  ra-l   l   e      ' 

'  exelteylx\l'yhjy  '9   lß  'y  eßy 

daher: 


feexße*v9ß9y 

^  r-n-p    P    r    1~  ?  f  f 

'     9  exCt1eyly.liilyly.$y 

Nun  ist  nach  (69) 

CxK.  =  —  rlf(/x] 
Daher: 

,2  yi  .2  12  16 

exeßeYlxlßiy  =  —  r  l  gxgßffy, 

mithin : 

fee*ßexy 

'     '  9  9x1 xßy 
Nach  (71)  und  (72)  ist  aber: 


folglich 


/■t  /■<■ 

J7D  '  H  ' 


<1  = 


9  exßexy 


f  9xfxßy 
Da  nun 


q  exßylßy      cxadhtd_  '* 


y.Xft   Xn 
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ist ,  so  erhalten  wir: 

q g  exß(  'xifi 

I          'Jy.Cy.lCy.n  txßy'xad 


Es    i>t    alirr: 


2    I  ■ 

ex  Iexyexaexdexiexfi   —  Cx  —  ~tf>  '  x'J  *  > 


eXieXH  ,/'     'Jyih.H,,! 'y)J \ ■  „   'l 


mithin  ergiebt  sieh: 


Q  = 


I  y.l  y.'/.  u 


Ol'fut y.)Jy.nfy.(iyfxud 


Nun  ist,  wenn  wir  die  Producte  fx ,  fx?.,  fXft  auflösen: 

IxfxXti .•  ,■  n  f  f  f 

-j      f         fxa  pfy.ayl  y.  adl  y.{i;l  x  pdl  xyd  i 

I  y.'/.l  y.  ii 


folglich  erhalten  wir; 


Q  = 


txygixßd'xaßlxyd 


9x9u 


Durch  diese  Umformung   der  Coefticienten   nimmt  die  aufgestellte 
Gleichung  folgende  Gestalt  an: 

8    {(_  iyr«tfy.y(lf,idfya?/xyAO-iiy6a6)  =  ufj<5^/u. 

a,ß,y  {.  )  r 

Dadurch  ist  jetzt  folgendes  System  von  Relationen  gefunden : 
f(A)       S    U—iyr*\°fröxf*ßxftiYx0a<i«x}=>O, 

a,ß,y,d  {  } 

(4)     (B)        8   |(-  iyr  «k*-^  -ff-ffr  ,j  =  a,ah 

(C)  S    {(-  iyr  ^fxyafxßdfxaßfxydOp^Ä^glgla^^. 

tttßiY  ^ 

Wir   gehen    aus   von   der   ersten   Gleichung   dieses   Systems.     Das 
Produet  ax  a,_  <jx ;.  bezeichnen  wir  durch  (py.;.  : 

GxÖXÖx).   =  <Pxl{x  ^  A). 

Die   Gleichung  (A)   zeigt   dann,    dass   zwischen   den   vier   Grössen 
<P«y.,  ^x,  <pyx,  <Pdx  eine  lineare  Gleichung 

S       {(-   1>^<5   «fyisfi(lxfßyX<Pax}=0 

besteht.  Hieraus  folgt,  dass  sich  die  21  Grössen  qrz;.  durch  sechs 
unter  ihnen  linear  darstellen  lassen.  Denn  es  lässt  sich  cpih,  <plö?  cf{1 
durch  <pu,  (fv,,  9?14;  g>25,  g>26,  tp21  durch  9,.,,  <p23,  ep24;  und  qp33,  <p^, 
<p;!7   durch   90,3,    <p23,    qp34    darstellen;   endlich   g>56,    gr,T,   g>6,    durch  die 


44  Abriss  einer  Theorie  der  Abel'schen  Functionen  dreier  Variabein. 

schon    dargestellten    ausdrücken;   so   dass   schliesslich   alle   qp*;.    lineare 
Functionen    von    <p,2,    <jp13,    <jd14,    cp.2:i,    tp2i)    (pSi  werden.     Um  aber  die 
Symmetrie   zu   wahren,    wollen    wir   die   21    Grössen   rpxx   durch   sechs 
neue  Grössen,  die  von  den  Indices  unabhängig-  sind,  ausdrücken. 
Wenn  wir  eine  quadratische  Form  aufstellen: 

PJÜM  +  2^L12-f2S£LJ3  +  TL2,  +  2ntL,,  +  ?L,,, 
und   in    dieser   für  £,   r],   £  die  gemeinsamen  Werthsysteme  der  beiden 
Gleichungen  ayX  -f-  bx7]  -f-  c*£  =  0,  a?X  -J-  b\r]  -j-  Ci£  =  0  einsetzen: 

£  =  hy.C\  —  C*6;.,    ■»  =  CxCl).  ~  axCX,    £  =  «*  &A  —  ^«A, 
so   lässt    sich   zeigen,    dass    zwischen   den  21   Ausdrücken  O*;.?   welche 
wir   so    erhalten,    dieselben    Gleichungen   bestehen,    wie   zwischen   den 
Grössen  (py\.     Zu  diesem  Zweck  bilden  wir  die  Summe 

S=    S    U—iyr*lttfYtxfißXfliYX<i>a*) 

a,ß,y,dl  J 

und  betrachten  in  dieser  as ,  &<y,  c$  als  veränderliche  Grössen,  die 
übrigen  Parameter  dagegen  und  die  Grössen  L  als  Constanteu.  Setzen 
wir  dann  aj  =  au,  l>d  =  ba,  Q  =  cu>  so  verschwindet  der  Factor 

ad  hd  Q 
/>«x==(-  l)d  "*  +  "  *     aa  ba  ca  ' 

«X     by.       Cy. 

des  zweiten  und  dritten  Gliedes;  die  vorgelegte  Summe  reducirt  sich 
daher  auf  folgende : 

S  =  (-i)ßr<>  «frdxfyxfßY)t<S>a„  +  (-  \yßr  *fpY4ra*fapr.<S>d*. 
Nun  ist,  unter  der  gemachten  Voraussetzung: 

frdx  =  (_  i)-*  r*frmKI  fd)ix  =  (_  l)«*  f«/^., 

es  ist  also 

fif  —  ((-  tyr*la+,i  r*+«*  /**  +  (-  VrW)ftr»fr**f*t**i- 
Nun  ist  aber 

ßyd  «  -|-  «d  ^x  -f-  <*^  ßx  =  1  -f-  ß/3y  d  mod  2; 
folglich  ist  aS' =  0.  —  Ebenso  lässt  sich  zeigen,  dass  S  verschwindet, 
wenn  (üj,  bä ,  cj)  =  (a*,  bß}  Cp)  oder  =  (ay,  bY,  cY)  gesetzt  wird. 
Endlich  ist  offenbar,  dass  jedes  Glied  von  £,  und  zwar  von  der  zweiten 
Ordnung,  verschwindet,  wenn  (at,  &j,  Cj)=(ax,  bx,  cx)  gesetzt  wird. 
Nun  ist  aber  S  eine  homogene  quadratische  Function  von  («j,  &j,  cj); 
da  diese  au  einer  Stelle  von  der  zweiten  Ordnung,  und  ausserdem  an 
drei  andern  unabhängigen  Stellen  verschwindet,  so  muss  sie  identisch 
gleich  Null  sein.     Damit  ist  der  ausgesprochene  Satz  bewiesen. 

Daraus  folgt  nun,  dass  alle  21  Grössen  0*;.  dieselben  Functionen 
von  0,.,,  0,..  •  •  •  0:il   sind,  wie  cpy_i  von  «p,.,,  <pn  •  •  •  qp34.    Daraus  geht 
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hervor,   dass,   wenn   wir  die  sechs  Grössen   /-  so  bestimmen,   dass  die 
sechs  linearen  Gleichungen 

9>I2  =  *12>    9>13  =  ^13  "  '  '.  9>34   =  °:!l 

erfüllt  werden,   allgemein  rpxx  =  O*;.  ist.     Auf  diese  Weise   sind   also 
die  -1    Grössen  <py.i  =  GyöxGyx  in  folgender  Form  dargestellt: 


=  hy.cx  —  Cyh?.,  t]  =  cxax  —  axC).,  t  =  axbx  —  hyjii. 
§4. 


Wir  führen  nun  eine  Anzahl  neuer  Bezeichnungen  ein.  Das  Product 
aller  sieben  Grössen  g",  ,  a2  ■  ■  •  6- ,  bezeichnen  wir  durch  oT  ;  ferner  das  Pro- 
duct von  6yp.  in  diejenigen  fünf  der  Grössen  o", ,  o~2  ••  g*7,  deren  Indices  von  x 
und  A  verschieden  sind,  mit  %xi\  endlich  das  Product  von  oT  in  das  Quadrat 
irgend  einer  der  28  ungraden  6- Functionen  7ö o-  mit ■  ib    •    Danach  ist: 

0  =  0'|  6 .,  0"3  ö*|  <f5  ö*(1  ö- 

<Px?.  =  6x6x6/./ 

Gioxl 
%xX  =  6a6pOy6uavGy).  =  -y^- 

0 

ib     =  co  6~  . 

~  m  in 

Es  ist  dann  cpyx  ein  Product  dreier,  %xz  ein  Product  von  sechs,  i<ln  von 
neun  a- Functionen,  und  es  ist  offenbar 

t>r.i  =  yy.x%x?.- 
Wenn   wir   diese   Ausdrücke   in    die    zweite   und    dritte    der   Glei- 
chungen (3)  einführen,  so  erhalten  wir: 


(6) 


(?) 


(A)  /_{(-  W^'fnrmfnpifMißfurWerV-A—glfaw 

(B)  8  |(-iyn«    fß*lfrj*axlal  \  =  4<x, 


S     (- 

.    (C)         (fxlXxX    =    Ipyl. 

Die  erste   dieser  Gleichungen   wird    aus    der    letzten    Formel   des 
Systems  (3)  gewonnen,  indem  man  dieselbe  mit  öaG^GYa^  multiplicirt, 

die  zweite,  indem  man  (B)  mit     —  multiplicirt.    Diese  Formeln  lassen 

sich  nun  in  folgender  Weise  auffassen.  Durch  die  Gleichung  (5)  sind 
die  Grössen  <p  dargestellt  als  homogene  lineare  Functionen  der  sechs 
Grössen  L.  Setzen  wir  diese  Ausdrücke  in  (A)  ein,  so  verwandelt  sich 
%if,  in  eine  homogene  quadratische  Function  derselben  Grössen;  die 
beiden  letzten  Gleichungen  zeigen  dann,  dass  iftX}  tyy.x  kubische  Func- 
tionen dieser  Grössen  sind.  WTeun  wir  dies  festhalten,  so  zeigen  die 
Gleichungen  (6),  dass  nicht  nur  das  Quadrat  jedes  Quotienten  zweier 
ungeraden  6-  Functionen,  sondern  auch  allgemein  jedes  Product  beliebig 
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a        a  ■      g  » 
vieler  solcher  Quotienten     ",     — ,    '      etc.,    wenn    nur    der    Gesainmt 

Index  desselben  ab  ab'  d'b" '•••  gleich  dem  Index  0  ist,  sich  als  eine 
rationale  Function  der  Verhältnisse  der  Grössen  L  darstellen  lässt. 
Weiter  aber  zeigen  diese  Formeln,  dass  zwischen  den  sechs  Grössen 
L  eine  grosse  Anzahl  homogener  Gleichungen ,  sämmtlich  von  der 
sechsten  Ordnung,  besteht.  Denn  aus  der  zweiten  und  dritten  der  Glei- 
chungen (6)  folgt: 


daher  ist: 


Vßl    Vax    _=  G}GlGlGl    __<?£*    Vgl  . 
Xßl     Zax    '  °"  "    Xßx     XaX    ' 

ü^£  fli.  fllL  .=  "E0?*?  **'*"?  =    _L         X 

X«?     Xyd     XXfi  a:i  SS  q\  ipy  ' 

daher  ist,  für  beliebige  Indices: 

f^iZ/**^  =  <Pß*%ßHl>z  , 

(8)  j  <Pax<p(SX%aJ.%tix  =  <pa)L<Pßx%«x%ß)L  > 

und  alles  dieses  sind,  wenn  wir  für  die  Grössen  rp ,  %,  i\>  ihre  Aus- 
drücke durch  die  L  eingesetzt  denken,  homogene  Gleichungen  sechster 
Ordnung  zwischen  den  Grössen  L.  Freilich  können  nur  zwei  von 
diesen  Gleichungen  unabhängig  von  einander  sein;  die  übrigen  müssen 
sich  als  Folgerungen  derselben  ergeben. 

§5- 

Wir  brechen  jetzt  diese  allgemeinere  Betrachtung  ab,  um  zu  unter- 
suchen, was  aus  den  Ausdrücken  cp,  %,  ip  wird,  wenn  wir  durch  eine 
gleich  anzugebende  willkürliche  Relation  unter  den  Grössen  L  die  Ver- 
änderlichkeit der  Argumente  beschränken. 

I.  <px).  ist  nach  der  Gleichung  (5)  durch  eine  quadratische  Form 
dargestellt.     Wir  setzen  die  Determinante  derselben  gleich  Null: 


6" 


£11 

_L/j2 

Lxt 

L2i 

L22 

L2i 

A31 

^32 

■^33 

(9)  Ltl     L.n    L,,       =  0. 


Alsdann  zerfällt  die  quadratische  Form   in    ein  Product  zweier  Linear- 
factoren : 

<p,x  =  (gs  +  >pj  +  te)  {Ix  -f  ny  -f  £2'); 
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oder,  wenn  wir  für  i.  rt ,  :  die   Wi-rthe  dieser  Grossen  einsetzen: 

'        //       z 

tpxi  —      ax    bx  ax    bx    cx 

a      bi  a      bx     cx 

Wir  multipliciren  die  einzelnen  Factoren,  um  sie  in  Bezug  auf  x, 
i.  symmetrisch  zu  machen,  mit  dem  alternirenden  Vorzeichen  1  / 1  *, 
und  bezeichnen 


X 

'.I 

«y. 

hy 

<U 

h, 

ciy     bx    cx     durch  J 
ci 

Alsdann  isi 
(10)  tpxi  =  F{x,  >/,    :        F(x,  //'.    :'),x. 

Wir  können  uns  (x,  y,  g)  als  die  homogenen  Coordinaten  eines 
veränderlichen  Punktes  in  einer  Ebene,  (al}  b]  ,  c,)  •  •  •  (a-b:c:)  als  die 
von  7  festen  Punkten  vorstellen,  und  diese  Punkte  selbst  durch  die 
Zahlen  1,  2  •  •  •  7  bezeichnen.  F\x,  y,  g)xx  =  0  ist  dann  die  Glei- 
chung derjenigen  Graden,  welche  durch  die  beiden  Punkte  x,  /.  hin- 
durchgeht. Dadurch  ist  diese  Function  charakterisirt,  wenn  ausserdem 
noch  der  Werth  von  F  (x,  y,  .:>,;.  in  einem  dritten  Punkte  it  gegeben 
ist.     Fyx  ist  also  bestimmt  durch  die  Eigenschaften: 

{Fy.x  =  0  in  den  Punkten  v.,  ?., 
"^  \         =(—  iyi*%*;.  im  Punkte  u. 

II.  Setzt  man  in  der  ersten  der  Gleichungen  7)  für  die  Grössen 
<p  die  eben  gefundenen  Ausdrücke,  wobei  der  Kürze  wegen  F.,  für 
F  {x,  y,  8)ßYt  Fßy  für  F  (x'}  y,  z'\-;y  geschrieben  werden  soll,  so  er- 
hält man : 

&J&,— J&      {(-    lY'lQ'f.y.fnßtf,.fifn:      '         I         11 

Hierdurch  ist,  wenn  wir  (x,  y,  /)  als  constant  auffassen,  %Xft  definirt 
als  eine  homogene  quadratische  Function  von  {x,  y,  0),  die  offenbar  an 
den  vier  Punkten  a,  ß,  y,  ö  verschwindet.  Sie  verschwindet  aber  auch 
im  Punkte  x.     Denn  in  diesem  wird  nach  (11): 

FfrX'-*  —  (-iy'lmPrif*firf:*i 

der  Ausdruck  auf  der  rechten  Seite  geht  daher  über  in: 

(—\y\°?r3fxyafx(tdfxaßfxrdfxßfxads   U-\y, i«  1    1    >. 

a,ß,Y   '  ' 

Wir  betrachten  nun  den  letzten  Factor  dieses  Products.  Vertauschen 
wir  (x,  y',  /)  mit  (aj,  bg,  c  ),  so  geht 

F'ßr  in  (-  Yf\  1       in  -  Fa'd 

über;  daher  der  Summenausdruck  in: 
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-  8   j(—  iyr\'ftPrF^\. 


Von  dieser  Summe,  die  eine  lineare  Function  von  ./•',  y',  z  dar 
stellt,  ist  zu  zeigen,  dass  sie  identisch  verschwindet.  Dazu  ist  nur 
not  big,  zu  zeigen,  dass  sie  in  den  drei  Punkten  a,  /3,  y  verschwindet. 
Dies   aber   geht   unmittelbar   aus    (11)   hervor.     Denn  setzen  wir  z.  B. 

\x\  y   z)  =  (ay,  hy,  cY),  so  wird 

daher: 

(-  l/y|a/"^r^  =  C-  iy,B  +  y,'/W**    , 

(-1)«/»!  yföaßF;d  =  o. 

Somit  muss  diese  Summe,   und    auch   die  ursprüngliche  identisch  Null 
sein.     Es  gelten  also  die  beiden  Relationen: 

(a)  S  \(-iyv\«fßy,FaA=0, 

(b)  5  |(-l>»rl«'2^y.FB,|  — 0. 

Aus  der  letzten  Gleichung  folgt  nun,  dass  die  quadratische  Function, 
durch  welche  xnf  dargestellt  ist,  ausser  an  den  Punkten  a,  ß,  y,  d  auch 
noch  im  Punkte  x  verschwindet.  Dadurch  ist  aber  %x^  bis  auf  einen 
von  x,  y,  z  unabhängigen  Factor  bestimmt;  und  da  %xu  symmetrisch 
ist  iu  Bezug  auf  beide  Werthsysteme,  so  folgt,  dass  %zUf  ebenso  wie 
qjxn,  in  zwei  Factoren  zerfällt,  von  denen  der  eine  nur  x,  y,  z,  der 
andere  nur  x,  y,  z  enthält.  Diese  Zerlegung  nun  lässt  sich  mit  Hülfe 
der  gefundenen  Formel  wirklich  ausführen.  Wir  bezeichnen  für  den 
Augenblick   die  Producte 

FßYFttd,    FyaFps,    FaßFYä  durch  P,,  P2,   /',. 

FßyFäa  etc.  durch  P,',  P2',  P3', 

fy.ß-Jy.ad  etc.  durch  px,  p2,  2h, 
und  die  Vorzeichen 

( —  l>»r I «*,    (—  \y«\ß*t    (—  l)«tflr*   durch  £,,  e2,  e. 
Es  ist  dann  offenbar: 

^W»f  =  £\P>P.,1\1\  +  hPzPl  P2  *%    +   hPlP2P3P3i 

slPi+s2P2  +  s3P2=0, 

tlPi'+£,P2'  +  e,F,'  =  Q, 

fli?i    +  HPl  +  £:)lh   =  °; 
£,«2£3=  —    1. 

Die  vorletzte  Gleichung  wird  aus  (6)  dadurch  erhalten,  dass  mau 
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(#,  y,  z)  =  {<i,.y  bX)  cx)   setzt.    Wir  eliminiren  nun  die  Grössen   /'  . 
J',',  p6.     Dadurch  geht  der  Ausdruck    von  .'/,_.'/„/.„  über  in  folgenden: 

-(jP,P,-AP,)(AP1'-l»1Pa'). 
Wir  bezeichnen  nun  die  Function  zueilen  Grades 

(_  i)«|/»+*|y  ^/J'  _/>,i'2  durch  G  (a •,  y,  z). 
9;  fff, 

Alsdann  ist 

%>.>t  =  G(x,  y,  z)  G(x\  y,  z). 

Diese  Function  zweiten  Grades  G  (x,  y,  z)  hat,  wie  wir  bewiesen  haben, 

die  Eigenschaft,  an  den  fünf  von  A,  fi  verschiedenen  Punkten  zu  ver- 

Bchwinden.     Im  Punkte  A  selbst  ist,  wie  aus  (4)  hervorgeht: 

daher  erhalten  wir: 

fxyafxß  dflßyjAad  fy-irt  /.  adj  >.yuf  >.id 

=  (_  ly.  i  **,.  +  «  i  ,,+j  i  > (J/ <hi  G (rt;>  ^  f..)m 
Der  Ausdruck  auf  der  linken  Seite  ist  aber,  wie  aus  (2)  folgt, 

=  (—  l)«i/»+'iy+ai«^,; 

mithin  ist: 

G(m,  b,,  ft)-L_a__. 
Ebenso  ist: 

Die  Function  G  (x,  y,  z)  ist  auf  diese  Weise  charakterisirt  durch 
sieben  Bedingungen.  Diese  sind  symmetrisch  nach  den  beiden  Indices 
A,  (i  einerseits,  und  den  davon  verschiedenen  a,  ßt  y}  d,  x  andrerseits. 
Daher  können  wir  diese  Function  durch  6r(#,  y,  z)?.fl  bezeichnen.  Dem- 
nach erhalten   wir: 

(12)  i,fl  =  G(x,  y,  8)Xh  G  (./,  //',  g')lfli 
wo  die  Function  Gx^  definirt  ist  durch  die  Gleichung: 

(c)    {-lY\P+*ir(fmrmfafirFPrFmi--fKprfKatF.    I  ,.:<ilfl, 

und  auch  durch  die  Eigenschaften: 

(  Gif,  =  0  in  den  Punkten  u ,  ß ,  y ,  d .  /. . 

(13)  i      '•"  .      „     ..     . 
=  im   Punkte  A. 

y  9x 

Zu  dvn  beiden  Gleichungen  (b)  und  (c)  wollen  wir  noch  zwei  ver- 
wandte hinzufügen.     Es  stellen  nämlich  die  sechs  Grossen 

Gin,    Gftxf    Gxx,   FpyFat,    I      I     .1.1 

Schoiiky,  Abel'sche  Funct,  4 
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sämmtlieh  Functionen  zweiter  Ordnung  dar,  die  in  den  vier  Punkten 
u}  ß,  y,  d  verschwinden.  Zwischen  je  drei  derselben  muss  daher  eine 
lineare  Gleichung  stattfinden.  Es  muss  daher  auch  FßYFad  linear 
durch  Gy.„,  Gz/u  ausdrückbar  sein,  und  endlich  zwischen  GiM,  Gx/l) 
Gxx  eine  lineare  Gleichung  bestehen.  Um  die  Coefficienten  der 
Gleichung 

FpYFud  =  AGXfl  -\-  JBGxx 
zu  bestimmen,  setzen  wir  (x,  y,  z)  =  (aM ,  b^  ,  cfl) ;  dann .  wird 

FßYFttd  =  (-  ly^r^f^yUaü,  GXfl  =  {-^-  -,  GxX  =  0; 

daher  ist:      , 

Ebenso  ist 

B+-(—iy\i'gifiPrfi.ii 

wir  erhalten  daher: 

(d)  FßyFaä  =  (—   iy  '  *{giflfiYfxadGxl  —  gnfpfiyfnadG-xfi). 

Ebenso  werden  die  Coefficienten  der  Gleichung 
AG3ifl  +  Baflx  +  CGxl  =  0 

bestimmt ;  für  (x,  y ,  z)  =  (afl ,  b^ ,  cu)  geht  dieselbe  über  in : 
(_1)H;.^+(_1),  1^  =  0; 

wir  können  deshalb  setzen: 

A  =  (—  1)^1%  #  =  (—  iy»*l*,  G=  (-  1)**^; 
so  dass  die  Formel  die  Gestalt  annimmt: 

(e)  (-  \y f I  «Ga,  +  (-  1)"*  ' ;  G^,  +  (-  1)^  i  •"(?,,  =  0. 

Durch  die  vier  Identitäten  6,  c,  rf,  e  ist  die  Form  der  Relationen 
zwischen  den  aufgestellten  sechs  Grössen  vollständig  festgestellt,  ebenso 
wie  durch  die  Gleichung  (a)  die  Form  derjenigen  Relationen,  welche 
zwischen 

-Ca/.)   -FfiX)   -*yy)   -E 'öx)   ■t'i.y.y   ■? n*. 

bestehen. 

III.  Wir  setzen  jetzt  die  für  die  56  Grössen  (py/.,  %xx  gefundenen 
Werthe  in  den  Ausdruck  von  4>y.  ein: 

Fassen  wir  diesen  Ausdruck  auf  als  abhängig  von  {x,  y,  z)  allein, 
indem  wir  x ,  y ,  /.als  Constanten  betrachten,  so  stellt  er  eine  homo- 
gene Function  dritter  Ordnung  dar.  Fassen  wir  irgend  eine  der  Grössen 
auf,    aus   denen   die   Summe  zusammengesetzt  ist,   z.    B.   Fay.Ga/.,   so 


Abriss  einer  Theorie  der  Abel'achen  Functionen  dreier  Variabeln.  51 

sehen  wir,  dass  diese  au  den  Punkten  a,  ß,  y,  ,u,  v  von  der  ersten, 
an  der  Stelle  %  aber  von  der  zweiten  Ordnung  versehwindet.  Denn  an 
der  Stelle  k  verschwindet  Fax  und  Gax,  an  der  Stelle  «:  Fax,  und  an 

den  Stellen  ß,  y,  p,  v:  Gu/..  Diese  Eigenschaften  sind  allen  drei 
Gliedern  der  Summe  gemeinsam,  und  übertragen  sich  also  auf  den 
ganzen  Ausdruck.  Ausserdem  aber  ist  zu  zeigen,  dass  der  ganze  Aus- 
druck auch  an  der  Stelle  A  verschwindet.     An  dieser  wird: 

FttX  =  (-iy\«*faxX,  Ga,==[—^-   ■ 

daher: 

^  =   S    U-  iyr  I  «+*  i  «*  f'rtfatfr'i*™^!  j  . 
o,/?,y'  (J-iQr(J?.9ii  9v  /[jfivtynv 

Das  Verlangte  wird  also  bewiesen  sein,  wenn  wir  zeigen,  dass  die 
Identität 

(f)  8  \{-\y^«(jafUfiVFuxGai\ 

«,  ß,  Y '  ' 

stattfindet.     Nun  ist  nach  der  Formel  (e): 

f\flvfyxvFiiyFVfl  -  fril9fp„FpnFY»  =  (-  iy '+«l^.#ff«a. 

Diese  Gleichung  multipliciren  wir  mit  fa(lvFax  und  vertauschen 
dann  die  Indices  a,  (3,  y  cyklisch.  Wir  können  hierbei  ( — ly^  durch 
f( — l)/*/!"  ersetzen;  der  Wer th  des  Zeichens  s  ist  dann  alternirend  in 
Bezug  auf  cc,  ß,  y  und  bleibt  deshalb  bei  cyklischer  Vertauschung 
dieser  Indices  ungeändert.  Wir  bekommen  so  drei  Gleichungen ;  die 
erste  derselben  ist: 

tctftv-F axfj.u  v-F ßx/Y*  »'   * YH  IYfiv      Y^tttfiv-t  axf  ßxv-^  ß^i 

=  (-  l)*\f>Sgi(-  iy^agafaiuVFaxGaZ. 

Bilden  wir  die  Summe  dieser  drei  Gleichungen,  so  ergiebt  sich  offen- 
bar auf  der  linken  Seite  Null,  während  auf  der  rechten  derselbe  Aus- 
druck erscheint,  welcher  in  der  Gleichung  (f)  vorkommt,  nur  mit 
einer  Constanten  multiplicirt.  Damit  ist  die  Gleichung  (f)  bewiesen. 
Setzen  wir  nun  in  derselben  {x ,  y,  z)  =(//;.•  &;.,  c{) }  so  erhalten 
wir  noch  die  Parameter- Gleichung: 

(0  S  \(r-lY*imgaf.nif.ß,\  —  0. 

Hieraus  geht  nicht  nur  hervor ,  dass  ty* ,  ebenso  wie  die  früher 
behandelten  Ausdrücke,  in  zwei  Factoren  zerfallen  rnuss,  sondern  es 
lässt  sich  auch  diese  Zerlegung  direct  ausführen.  \\  ir  führen  folgende 
Abkürzungen  ein.     Es  mögen 

FaxGaZ        Fß*GßX        F;*(iyi. 

4* 
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durch  Mu,  Mß)  MY\  die  entsprechenden  Functionen  von  (x,  y,  z) 
durch  Mu',  Mp,  Jf/;  die  Grössen 

ffa/axl/afiV)      ffßlßxlfßfiv,      9yly*^tyC-'* 

durch  ma,  m.i}  mY  bezeichnet  werden;  endlich  die  Vorzeichen 
(__  lyrl«,     (_  \)y«\P}     (_  \yß\v  durch  stt}  eß,  £Y. 
Es  ist  dann: 

.  _    f»*lfß«lfyKl  (*amaMqM«    +  '  "  "  +  « y™yMyMy>) 

W*  ~         ~         ~  ^— 2  —  ? 

lafivfßM  v'y/A  v9a9ß  9Y9fi9v 

£u  £p  £y  =  —  -    1  , 

und,  nach  den  Formeln  (f,  f): 

}„   ma   M«    -f    SßWlßMß    +     fyMyMy    =    0, 

£tt  mu  Mü  -j-  £ti  mp  Mt i  -f-  f y  »*,,  -3^/  =  0 , 
£uma  -f-  SßMß  -f  £YmY  =  0. 
Die  drei  letzten  Gleichungen  benutzen  wir  dazu,  um  in  dem  Ausdruck 

£a  mu  Mu  Ma'  -f  £ß  mß  Mß  M/  -f  £Y  mY  MY  MY  =  M 
die  Grössen  mY,  MY,  MY    zu  eliminiren.     Hierbei  ergiebt  sich: 
£YmyM  =  (£amaMa-\-  EpMßMß)  {samttMa'  +  SßmßMß) 

—  (««»»«  +   f/iW^)  (f«M«Jfaüfa'-j-  £ßMfiM.ßMß') 

=  «,,»•«!»£  (JfB  JfB'  +  ^^/  —  MaMß  —  J/,ilft/); 
daher : 

M  -  -^  (Ä.  -  Jl/,)  (Jf«'  -  Jf>'). 

»Setzen  wir  dies  in  den  Ausdruck  von  t^x  ein,  indem  wir  den  Constanten 
mtt,  ma,  mY  ihre  Werthe  beilegen,  so  erhalten  wir: 

t*  ,2  2    2     2  > 

ry^9y9\gv 

oder,  wenn  wir  setzen: 

Vy'JfiVyl  y  u  i 

i/>*  =  # (#, ?/, e)  H (x, y', z). 
Dieser  neu  definirte  Ausdruck 

H(x,y,z)  =  (-  1)» l -  faF"a^-'f«iFß*?£l 

(Jy(Ju  9i   Typ  i 

ist  nun  eine  kubische  Function  von  (x,  y,  z),  die  an  allen  sieben  Stellen 
verschwindet,  an  der  Stelle  y.  aber  von  der  zweiten  Ordnung.  Er  ist 
symmetrisch  in  Bezug  auf  die  drei  Indices  y,  n,  v  einerseits  und  a,  ß 
andrerseits;  es  ist  aber  leicht  zu  sehen,  dass  sein  Werth  auch  dann 
ungeändert  bleibt,  wenn  man  a  oder  ß  mit  j>,  fi  oder  v  vertauscht. 
Denn  vertauschen  wir  z.  B.  a  mit  y.     Aus  den  Gleichungen 


folgt: 
daher: 

oder: 
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samttMa  +  f/j% Ma  -f-  eYmYMy  =  0, 
samtt-\-  £pvnß-\-  i-.niy  =  0 

sttma  (Mir  -  Mp)  +  6Ymy  (MY  —  Mß)  =  0; 
Mu-  Mß=Bß^-{MY-   iV 

m 
(-!/"• (JfB  -  J/>)  =  (-  1)*  I  *  -*  (Jf,  -  Jf„). 


m 
m 

Hieraus  ergiebt  sich: 


Es  bleibt  also  der  Werth  von  H(x,y,z)  ungeändert  bei  einer  be- 
liebigen Vertauschung  der  Indices  «,  ß,  y,  p,  v  unter  einander.  Es 
muss  aber  gezeigt  werden,  dass  dasselbe  stattfindet,  auch  wenn  wir 
einen  dieser  Indices  mit  k  vertauschen.  Zu  diesem  Zweck  multipliciren 
wir  die  Gleichung 

fß*iFaXGax  -  faxxFßxGßx=(-  iy*"</r<J,u{!rfr,urH 
mit  FYv.     Nach  der  Formel  (d)  ist  dann 

FaxFyV=  (—  iy-1  "  {gxfxaxflyvGßl—  9nU«*UyvGrßp)i 

FßXFYV=(-iy\i<(gifxßXfxyVG*1i-9f>ff,ß*ff<y*Gafl). 
Wenn    wir    dies    einsetzen,    so   heben    sich    die    mit  <jK   multiplicirten 
Glieder  gegenseitig  auf,  und  wir  erhalten: 

ff.ifmu*QmiQf*  -  faXxfßXflGßiGafi  -  (-  1>»  l «+H  lgrgt  FyVH. 
Diese  Darstellung  von  H  ist  symmetrisch  in  Bezug  auf  l  und  ft.  Da 
wir  demnach  alle  von  x  verschiedenen  Indices  in  dem  Ausdrucke  der 
Function  E  (x,y,  z)  vertauschen  können,  ohne  ihren  Werth  zu  ändern, 
so  können  wir  diese  Function  dritter  Ordnung  bezeichnen  durch 
H  (x,  ?/,  z)x .  Wir  erhalten  also : 
(14)  i>x  =  H  (x,  y,  z)y.  H  (x,  y,  z\ , 

und   wir   können   uns  Ey  definirt   denken   durch  jede  der  beiden  Glei- 
chungen : 

(g)  fß*xFaKGa>L  —  fa*xFßXGßx=(-  l)8 ' « ffrMJrß'H»» 

(g)  fß,ifa»tGaiQßß  —  f**ifß*fiGßiG.»—<rL  nU(t+fl  lg^FyvEn. 
Die  Formeln  (f)  und  (g)  gehören  zu  einer  neuen  Gruppe  von  Identitäten. 
Die  Functionen 

FaxGaz,     FßxGpz,    Fy^Gyi,    FpxGpXf  FtxGvi,    H* 
sind    sämmtlich  von    der   dritten  Ordnung,   und    verschwinden   doppelt 
im  Punkte  x,   einfach  in  den  Punkten  r, .  ,i;  y,  u,  v.     Es  müssen  also 
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auch   hier   lineare  Relationen   zwischen   je  dreien  dieser  Grössen  statt- i 
iindeu.     Die    Form    dieser    Gleichungen    wird    durch   (f)   und   (g)   an- 
gegeben. 

Wir  setzen  endlich 

(15)  F  {x,  y,  e)KxG  {x,  y,  e)xx  =  H  (x,  y,  e)xx\ 
dann  ist: 

il>xz  =  H(x,  y,  z)xiH  (./;',  y,  z")y.x, 
also  allgemein,  für  alle  28  ungraden  Indices: 

(16)  tm  =  H (x,  y,  8)m H (x,  y,  z')ln. 

Diese  28  Functionen  Hm  sind  sämmtlich  von  der  dritten  Ordnung 
und  haben  die  Eigenschaft  gemeinsam,  dass  sie  an  den  Punkten  1,  2-  ■  -7 
verschwinden.  Während  aber  die  7  Functionen  Hy.  die  besondere  Eigen- 
schaft haben,  dass  jede  von  ihnen  an  einem  dieser  Funkte  von  der 
zweiten  Ordnung  verschwindet,  so  ist  es  den  21  übrigen  eigen thümlich, 
dass  jede  in  eine  Function  zweiter  Ordnung   und  eine  lineare  zerfällt. 

§  6. 
Die  im  vorigen  §  hergeleiteten  Gleichungen  sind  sämmtlich  Iden- 
titäten, die  in  leicht  erkennbarem  Zusammenhange  mit  den  o*-Relationen 
stehen.  Nicht  identische  Relationen  dagegen,  also  algebraische  Be-' 
Ziehungen  zwischen  den  Grössen  x,  y,  z  und  x,  y',  z  erhalten  wir,  wenn 
wir  die  Ausdrücke  <pxx=  FxxFxx,  %xx  =  GxxGxX,  tyy  =  Hy.Hy'  in  die 
Gleichungen  (8)  einführen: 

FßxG-ßXIIx-  Fp x  Gß Y. Hy.  =  Fß y. Gß x Hx  ■  F'ß y. Gß x Hx, 
FaxFßxGaxGßx-  FttXFßxGaxGßX=  FaxFßXGaxGßx-  FaxFßxGaxGßxt 
FaßFysFxfiHx  •  FaßFydFxuHy  =  GaßGY^GxiU  •  G'aßGY$Gxn. 
Diese  Gleichungen  werden  dadurch  erfüllt,  dass  man  einzeln: 
FßxGßxSx  =  FßxGßxHx, 

(17)  \FttxFßxGaxGßx=  FaxFßxGaxGßx, 

FaßFyjFxfiHy.  =  GaßGysGxfi 
setzt,  und  dieselben  Relationen  zwischen  den  entsprechenden  Functionen 
von  x,'  y,  z  annimmt.  Zuerst  lässt  sicri  leicht  zeigen,  dass  durch  das 
Gleichungssystem  (17)  nur  eine  einzige  Beziehung  zwischen  x,  y,  z  fest- 
gestellt wird.  Vergleicht  man  nämlich  die  beiden  Formeln  (c)  und 
(g')  des  vorigen  Paragraphen  mit  einander,  so  erkennt  man,  dass  zwischen 
den  drei  Functionen  FaßFY$}  FpyFag,  Gx^  dieselbe  Beziehung  besteht, 
wie  zwischen  GaßGYs,  GßYGttä,  Fx/iSx'. 

AFttßFYd+  BFßYFa6+  CGxft  =  0, 
AGaßGyd  -(-  BGßYGta  -f-  CFx,lHx  =  0. 
Elimiuirt  man  hier  den  Coefficienten  A,  so  folgt: 
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/.'    /',       /        G       <  i    :,     '      I         I        G       '■ , 
-f-  C{  Faß  i\  ,)  l'\  „  11,  —  G       ' '       '',,,)  =  0. 

Dies  ist  eine  Identität.     Wir  erkennen  also,   dass  von  den  beiden 
Gleichungen 

I  I     ■'•    fGrui=  FßyFajGaßGydf 

II  «  ji  Fy  ,)  F)_  /,  Hy.   =    GUfi  Gy  ,)  ( 1, ,, 

die  eine  nur  eine  identische  Umformung  der  andern  ist.  Bezeichnen 
wir  die  dadurch  festgestellte  Beziehung  zwischen  x}  y,  0  durch 

(18)  L  0,  y,  z)  =  0, 

so  lehrt  die  erste  Form,  dass  diese  Beziehuug  unabhängig  ist  von  der 
Vertauschung  der  Indices  x,  l,  ^  unter  einander.  Die  zweite  Form 
zeigt  aber,  dass  man  die  Indices  A,  p  mit  «,  ß  und  auch  mit  7,  d  ver- 
tauschen kann.  Daher  ist  die  Gleichung  L  =  0  völlig  unabhängig  von 
der  Vertauschung  der  Indices.  Hiermit  ist  gezeigt,  dass  die  zweite  und 
dritte  Formel  des  Systems  (17),  auch  wenn  die  Indices  ganz  beliebig 
angenommen  werden,  nur  verschiedene  Formen  einer  einzigen  Gleichung 
L  =  0  geben.  Aus  der  dritten  folgt  aber  unmittelbar  die  erste  Formel. 
Denn  da 

Faii  Fy  4 1- ;  „  Hx  =  G     '  <     Gxfi, 

Gafl  GydG?.  y  =   Faß  Fy  <j  Fi  x  // 

ist,  so  ist  auch: 

Fl  u  Gl  y  II y   =     Fl  y  G%  n   IL,  . 

Man    kann    nun    fragen:    Ist    dies    die  einzig  mögliche  Art,    das 
Gleichungssystem  (8)  aufzulösen?     Setzen  wir 

Fßx  Gß  yHy=A,    FßX  G(i  1  Hi  =  B , 
und  nehmen  an,  dass  die  Gleichung  L  =  0  nicht  erfüllt  ist,  so  ist 

A  —  B  =  L, 
wo  L  eine  von  Null  verschiedene  Grösse  bedeutet.    Dieselbe  Gleichung 
findet  statt  für  die  entsprechenden  Functionen  von  {x,  y',  s). 

A  -B  =  L\ 
Multiplicirt  man  die  erste  mit  B',  die  zweite  mit  A,  so  erhält  mau: 
AA  —  BB  =  B'L  +  AL. 
Die  linke  Seite  ist,  nach  dem  Gleichungssystem  (8),  Null;  daher: 

FßxG'ßiHxL  +  FßxGßxH*L'  =  0. 
Aus  dem  vorhin  geführten  Beweise  geht  hervor,    dass   die  Grössen  /. 
und  L'}   wenn  sie  von  Null  verschieden  sind,  sich  nur  um  einen  con- 
stanten  Factor  ändern,  wenn  die  Indices  vertauscht  werden.  Ihr  Quotient 

j ,  ist  also  jedenfalls  eine  von  den  Indices  unabhängige  Grösse.    Dann 
aber  zeigt  die  letzte  Gleichung,  dass  der  Quotient 
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vom  Index  l. 


F' 


vom  Index  k  unabhängig  sein   muss.     Daraus   folgt,    dass  wir  setzen 
können : 

wo  Q  und  Q'  ebenfalls  von  den  Tndices  unabhängige  Grössen  bedeuten. 
Dadurch  ergiebt  sich 

QLH  +  Q'L'H'^0. 

Es  unterscheidet  sich  also  HJ  von  H^  nur  um  einen  Factor,  welcher 
von  dem  Index  ß  unabhängig  ist.  Dieselbe  Beziehung,  wie  zwischen 
H/  und  Hß,  muss  auch  zwischen  H^x  und  H,-,.  bestehen.  Denn  die 
28  Grössen  Hm  sind  sämmtlich  Functionen  dritter  Ordnung,  welche  7 
Nullpunkte  gemeinsam  haben;  zwischen  je  4  derselben  muss  also  eine 
lineare  Gleichung  bestehen.  Es  lässt  sich  demnach  Hy.i  linear  durch 
Ha,  Hp,  HY  ausdrücken,  und  H^i  ist  dieselbe  Function  von  Hd,  H  ',  HY'. 
Ist  also  Ha'  =  qua  (a  =  1,  2  •  •  •  7),  so  folgt  hieraus,  dass  auch  B.'y,i 
=  qHxx  ist.  Nun  haben  wir  die  Gleichung:  7ö  Gm  =  Hm Hm ;  es  ist 
also  7a  am  =  qHm,  mithin 

Gm  =  //§  Hm. 

Dadurch  erkennen  wir,  dass  sich  alle  Grössen  Gm  linear  und  homogen 
durch  drei  Grössen  £,  rj,  £  ausdrücken  lassen  müssen. 

Eine  solche  Auflösung  der  Relationen  zwischen  den  ungraden  6 
ist  nun  zwar  wirklich  möglich.  Denn  wenn  wir  irgend  eine  dieser 
Relationen  auffassen,  und  wir  entwickeln  in  derselben  die  Grössen  G 
nach  den  aufsteigenden  Dimensionen  der  Argumente,  so  erkennt  man 
unmittelbar,  dass  dieselben  Gleichungen,  welche  zwischen  den  6  be- 
stehen, schon  zwischen  den  Anfangsgliedern  dieser  Functionen  be- 
stehen müssen.  Wir  erhalten  also  eine  Auflösung  aller  dieser  Glei- 
chungen, wenn  wir  setzen: 

Gm  =  «ml  +   OmYl  -f  C„,g, 

wo  £,  rj,  £  willkürliche  Grössen  bedeuten.  Die  später  zu  entwickelnden 
Relationen  zwischen  den  graden  und  ungraden  G- Functionen  zeigen 
aber,  dass,  wenn  wir  diese  Lösung  aufrecht  erhalten  wollen,  der  Quo- 
tient je  zweier  graden  <7  gleich  Eins,  der  Quotient  eines  ungraden  G 
durch  ein  grades  gleich  Null  angenommen  werden  muss;  so  dass  alle 
28  ungraden  cr-Functionen  im  Verhältniss  zu  den  a'raden  als  unendlich 
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klein  angenommen  werden  müssteu.  Deshalb  ist  diese  Lösung  zu  ver- 
werfen, und  die  in  den  beiden  Gleichungen  L  (x,y, z)  =  0,  L  (x'y'z'j  =  0 
enthaltene  die  allein  brauchbare. 

§  7. 

Wir  gehen   nun   dazu   über,   die   in   der  Gleichung  L  =  0  au 
sprochene  Beziehung  zwischen  x,  y,  Z  genauer  zu  untersuchen.    Zunächst 
lassen   sich   die  Eigenschaften   der  Grössen  F,  G,  II,    welche  in  dem 
System  (17)  ausgesprochen  sind,  durch  eine,  merkwürdige  Formel  dar- 
stellen.    Aus  der  ersten  Gleichung  des  Systems  folgt  nämlich. 

IliH*^jix       HßHxGpX 

*>*  *>* 

bezeichnet  man  den  gemeinsamen  Werth   beider  Ausdrücke   durch   II, 

so   ist  leicht   zu   sehen,  dass    diese  Grösse  H   von   den  Indices    völlig 

unabhängig  sein  muss.     Wir  bekommen  also 

(19)  H,H?GX,  =  UV-,,. 
Multiplicirt  man  nun  die  drei  Gleichungen 

Ha  Ha  Gtta  =  B I \,  ,  , 

HvH()Grd  =  RFyj, 

HiH^Gxfi  =  HFxii 
mit  einander,  und  beachtet,  dass  nach,  der  letzten  Formel  des  Systems 
(17)  GaßGydGxn  =  FaiFyjFxuIIy,  ist,  so  ergiebt  sich 

(20)  HaHpEYHdHxHxHtt  =  IV, 

es  ist  also  R  gleich  der  dritten  Wurzel  aus  dem  Product  aller  7 
Grössen  Ha.  Umgekehrt  ist  jede  der  P'ormeln  (17)  eine  einfache  Folge 
der  beiden  zuletzt  aufgestellten. 

Nehmen  wir  irgend   eine  Form  der  Gleichung  L  =  0,   z.  B.    die 
folgende: 

Fay.FßlGaxGßx  FaxFisGa/.GiX  =  0, 

so  ist  unmittelbar  ersichtlich,  dass  dieselbe  eine  Gleichung  sechster 
Ordnung  mit  den  7  Doppelpunkten  1,  2  •  •  •  7  ist.  Denn  jedes  der  beiden 
Producte,  aus  denen  L  besteht,  verschwindet  an  jedem  dieser  Punkte 
von  der  zweiten  Ordnung.  Im  Punkte  a  verschwinden  die  Factoren 
/'  y  und  Gl*  des  ersten  Products,  im  Punkte  ß:  /',;.  uud  Gax,  im 
Punkte  x:  Fax  und  Gax,  im  Punkte  k:  Fax  und  Giy.,  endlich  in  den 
drei  übrigen  y,  p,  v:  Ga\  und  6r*x.  Das  entsprechende  gilt  von  dem 
zweiten  Product.  Nach  der  bekannten  Formel  Q  =  \(_m  —  l)(w —  2)  —  d, 
in  der  q  den  Rang  (nach  Riemann's  Bezeichnung  das  Geschlecht),  m 
die  Ordnung,  und  <1  die  Anzahl  der  Doppelpunkte  der  Curve  bedeutet, 
ist  somit  die  Gleichung  L  =  0  vom  Range  3. 
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Zu  den  Punkten  1,  2  ■  ■  •  7,  welche  dem  durch  die  Gleichung  L  =  0 
delinirten  algebraischen  Gebilde  angehören,  und  doppelt  zu  zählen,  also 
als  Punktepaare  aufzufassen  sind,  kommen  nun  noch  21  andre  Punkte- 
paare. Die  angenommene  Form  der  Gleichung  zeigt  nämlich,  dass 
dieselbe  befriedigt  Avird,  wenn  gleichzeitig 

Fuy.  =  0,       Gay.  =  0 

gesetzt  wird.  Die  erste  Gleichung  ist  die  einer  Graden,  welche  durch 
die  beiden  Doppelpunkte  rc,  x,  die  zweite  die  eiues  Kegelschnitts, 
welcher  durch  die  fünf  übrigen  hindurchgeht.  Das  Punktepaar,  welches 
beiden  gemeinsam  ist,  bezeichnen  wir  durch  den  Index  ccx.  Dadurch 
sind  also  28  bevorzugte  Punktepaare  des  Gebildes,  den  28  ungraden 
Indices  entsprechend,  definirt. 

Wenn  nun  auch  durch  die  Bedingung,  dass  die  Punkte  1,  2  •  •  •  7 
Doppelpunkte  der  Curve  sechster  Ordnung  L  =  0  sein  sollen ,  diese 
letztere  noch  nicht  völlig  bestimmt  ist,  so  ist  doch  klar,  dass,  wenn 
wir  noch  die  Bedingung  hinzufügen,  dass  die  weiteren  21  Punktepaare 
auf  der  Curve  liegen  sollen,  nur  eine  Curve  existiren  kann,  welche 
diesen  Bedingungen  gehorcht.  Es  lässt  sich  nun  die  Gleichung  L  =  0 
algebraisch  weit  einfacher  definiren.     Es  sei  nämlich 

F&  n,  g)  -  a?  +  B?n  +  cm  +  ■  ■  ■  +  K? 

eine  homogene  Function  dritter  Ordnung  der  drei  unabhängigen  Ver- 
änderlichen £,  i],  £,  deren  Coefficienten  ebenfalls  willkürliche  Grössen 
sind.  Stellt  man  die  Bedingung,  dass  diese  an  den  Stellen  1,2-  •  •  7 
verschwindet,  so  erhält  man  7  homogene  Gleichungen 

F{aa,  ba,ca)  =  0    («  =  1,2...  7) 
zwischen   den  Coefficienten   der  Form.     Verlangt   man  nun,   dass   die 
Function  noch  an  einer  neuen  Stelle :  |  =  x,  t\  =  y,  £  =  s  verschwindet, 
und  zwar  von  der  zweiten  Ordnung,  so  treten  zu  diesen  7  Gleichungen 
noch  drei  neue  hinzu: 

lxF{x,y,z)  =  0,    lF(x,y,*)-0,    £  F  {x,  y,z)  =  0, 

und  es  kann  diesen  10  Bedingungen  nur  dann  Genüge  geleistet  werden, 
wenn  eine  algebraische  Beziehung  zwischen  den  Grössen  x,  y,  z  und 
den  Parametern  festgestellt  wird.  Diese  Beziehung  besteht  darin,  dass 
die  Determinante  dieser  10  Gleichungen  gleich  Null  gesetzt  wird. 

Hierdurch  ist  eine  algebraische  Gleichung  zwischen  x,  y,  z  und  den 
Parametern  festgesetzt,  die  in  Bezug  auf  x,  y,  z  von  der  sechsten,  in 
Bezug  auf  jedes  Werthsystem  (aa}  ba,  ca)  von  der  dritten  Ordnung  ist. 
Es  ist  offenbar,  dass  eine  solche  Determinante  von  der  zweiten  Ordnung 
verschwindet,  wenn  (x,  y,  z)  =  (aa>  btt,  c«)  gesetzt  wird.  Diese  7  Punkte 
sind  also  Doppelpunkte  der  Gleichung.  Ferner  aber,  wenn  wir  Curven 
F  (|,  t],  £)  =  0  kennen,   die  von  der  dritten  Ordnung  sind,   durch  die 
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Punkte  1,  2  •  •  •  7  hindurchgehen,  und  ausserdem  einen  oder  mehrere 
Doppelpunkte  haben,  so  wird,  wenn  wir  für  x}  >/,  .:  die  Coordinateu 
eines  dieser  Doppelpunkte  einsetzen,  die  aufgestellte  Determinante  ver- 
schwinden; diese  Punkte  werden  also  auf  der  Cime  sechster  Ordnung 
liefen.  Eine  solche  Curve  ist  aber  diejenige  Curve  dritter  Ordnung, 
die  in  eine  durch  x,  A  hindurchgehende  Grade  und  einen  durch  die 
übrigen  5  Punkte  gelegten  Kegelschnitt  zerfällt,  und  die  Doppelpunkte 
dieser  Curve  dritter  Ordnung  sind  diejenigen,  in  welchen  Kegelschnitt 
und  Grade  sich  schneiden.  Somit  müssen  auch  die  21  mit  xA  be- 
zeichneten Punktepaare  auf  dem  Gebilde  sechster  Ordnung  liegen, 
welches  durch  das  Null-Setzen  der  Determinante  definirt  wird.  Daran-, 
folgt,  dass  diese  Gleichung  mit  der  Gleichung  L  =  0  übereinstimmen 
muss.     Wir  erhalten  also  das  Resultat: 

Die  algebraische  Beziehung  zwischen  x,  y,  z  ist  dadurch  charakteri- 
sirt,  dass  es  möglich  ist,  eine  homogene  Function  dritter  Ordnung 
dreier  unabhängiger  Grössen  §,  v\}  £  zu  bilden,  die  an  den  7  Stellen 
{aa)  h(e,  ca)  von  der  ersten  Ordnung,  an  der  Stelle  x,  y,  z  von  der 
zweiten  Ordnung  verschwindet. 

Uebrigens  lässt  sich  dieser  Satz  auch  rein  formal,  nämlich  da- 
durch, dass  man  in  einer  der  Darstellungen  von  Hy,  z.  J3.  der  Formel 
(g)  in  §  5,  das  Werthsystem  {x,  y>  z)  mit  (aXi  b,.,  cx)  vertauscht, 
ableiten. 

§  8- 

Die  Gleichung  L  =  0  steht  in  naher  Beziehung  zu  der  allgemeinen 
Gleichung  vierter  Ordnung,  die  gewöhnlich  als  algebraische  Grundlage 
dieser  Theorie  genommen  wird.  Bevor  wir  zu  dieser  übergehen,  ist 
es  vortheilhaft,  noch  eine  neue  Identität  zu  entwickeln.  Wie  schon 
erwähnt,  sind  alle  28  Grössen  Hm  Functionen  dritter  Ordnung,  welche 
an  den  7  Punkten  (aa,  ba,  ca)  verschwinden.  Daraus  folgt,  dass 
zwischen  je  vier  derselben  eine  lineare  homogene  Gleichung  mit  con- 
stanten  Coefficienten  bestehen  muss.  Wir  wollen  diejenige  Relation 
aufstellen,  durch  welche  Hy\,  Ha,  II  i,  Hy  verbunden  sind. 

Die  Grössen  Ha,  Hj,  Hy  sind  nach  Formel  (g)  definirt  durch 
folgende  Ausdrücke: 

fßttiFXttaxx  -  UaiFpaG-n  =  (-  lYl*9ti9Y9vftiYi  ll    • 

Ußi  I'y<G-x>.  —  fxßiFufiO-n  =  (—  1>"  \xgyg«<jrfytl,  II  . 

ffiylFxyGrxX    —    fyy/.FflyGu?.   =    ( 1)^ ''  *  9a9ß9*f«  ßvSy 

Wir  multipliciren  diese  Gleichungen  mit  drei  Constanten  A,  B,  C  und 
bilden  dann  ihre  Summe.     Das  Resultat  hat  dann  die  Form: 

F{  Gxl   F2  (r,,  ;   =  H. 

wo  F{   und  F.,  lineare  Functionen   von  x,  y,  z   bedeuten,    von    denen 
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erstere  an  der  Stelle  %,  letztere  an  der  Stelle  tit  verschwindet,  während 
H  eine  lineare  Function  von  Hu,  Hiy  Hr  ist.  Mau  kaun  nun  die  drei 
Constanten  so  bestimmen,  dass  F.t  identisch  Null  ist;  dann  ist  F,  (V,/. 
=  H]  und  da  die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  an  allen  7  Stellen 
verschwindet,  Gy/.  aber  an  den  Stellen  x,  l  von  Null  verschiedene 
Werthe  hat,  so  muss  Fx  an  den  Stellen  % ,  X  verschwinden.  Daraus 
folgt  aber,  dass  sich  Fx  von  Fxx  nur  um  einen  constanten  Factor  f0 
unterscheiden  kann.     Wir  erhalten  also: 

Fl=f0Fy.r,     daher    Ft  Gy,  =  f0HxX  =  H. 
Die  geforderte  Bestimmung  der  Coefficienten  A,  B,  C  ergiebt  sich 
unmittelbar  aus  der  Formel 

a,ß,y  '  ' 

welche  aus  (a)  durch  Veränderung  von  %  in  (i  hervorgeht.    Danach  muss 
-Ä  —  (-  lyr^fßYvfxßxftyi,     B=(-  Vy«\(sfv«!<f*v>.f*<a, 

sein.     Daher  ist: 

<*,ß,Y  <  > 

Hierdurch  ist  die  gesuchte  Darstellung  gewonnen,  sobald  die  Constante 
/0  bestimmt  ist.  Setzen  wir  nun  in  der  ersten  dieser  beiden  Gleichungen 
(x,  y ,  s)  ==  (aY,  bY,  cY),  so  verschwindet  FyY,  während 

FyZ  in  (-  l)rl*Vr«a.     Fxa  in  (-  iy\-fr„ 
übergeht,  so  dass  sich  ergiebt: 

(-  l)"'"Wo  =  #  {(-  1>» r I -+r I «-^r/./5-.aAr^-ra^y— l  • 
Oder: 

«t/S  '  ' 

=  (—  ly^^^ifaXfifayy.fßYfifp**  ~~  fßl(*fßY*f*Yf*f«xx)- 

Nun  ist  aber  der  Ausdruck  auf  der  rechten  Seite,  wenn  wir  noch 
das  Vorzeichen  ( —  1)H*  hinzufügen,  nichts  andres,   als  gv\    daher  ist 

und  somit: 

(21)  H,x=    S   k-lYri'gßtofaxfrniferJprrEA. 

Vergleicht  man  dieses  Resultat  mit  Formel  (81)  des  ersten  Theils,  so 
erkennt  man,  dass  die  Beziehung,  welche  zwischen  Hy.i ,  Ha,  II i}  H, 
besteht,  genau  dieselbe  ist,  wie  die,  durch  welche  vxx,  va,  v^,  vY  ver- 
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bunden  sind.  Daraus  muss  der  allgemeinere  Schluse  gezogen  werden, 
ilass  iiberhaupl  je  vier  der  2v  Grossen  // .  durch  dieselbe  Gleichung 
verbunden  sind,   wie  die  entsprechenden  Grössen  i •...     Diese  Bind  nun 

linear»-  Functionen  dreier  unabhängiger  Grössen  u,  "'.  "".  von  der  Form: 
rm  =  (t^n  -j-  l,lun'  -\-cmu'\  umgekehrt  können  letztere  linear  aus  irgend 
drei  der  Grössen  vm  gebildet  werden.  Wenn  wir  nun  drei  Functionen 
drifter  Ordnung 

H  1  .  //,  .:  ■■,  //  (a  .  //,  2),  II  (r,y,  z) , 
definiren,  welche  aus  drei  der  Functionen  1IIH  ebenso  gebildet  sind, 
wie  u,  u ,  u"  aus  den  entsprechenden  Grössen  vm,  so  muss  umgekehrt 
jede  Function  H  (#,  y,  z)m  sich  durch  diese  drei  in  derselben  Weise 
darstellen  lassen,  wie  vm  durch  u,  %( }  u  '.  Demnach  erhalten  wir  folgende 
Darstellung  der  28  Functionen  Hm  durch  drei  von  den  fndices  unab- 
hängige ( 1  rossen : 
(22)  //    =  amH  +  bm3  +  cJS. 

§  9- 
Durch  jedes  lineare  Aggregat  der  Grössen  H,  11,  II  ist  eine 
homogene  Function  dritter  Ordnung  dargestellt,  welche  an  den  7 
Doppelpunkten  des  Gebildes  verschwindet.  Setzen  wir  ein  solches 
Aggregat  gleich  Null,  so  schneidet  die  durch  diese  Bedingung  definirte 
Curve  dritter  Ordnung  die  Curve  sechster  Ordnung  Z  =  0in3-6=18 
Punkten.  Daher  verschwindet  jedes  derartige  Aggregat  (welches  wir 
eine  allgemeine  ZT-Function  nennen  wollen)  ausser  in  den  7  Doppel- 
punkten noch  in  18  —  2-7  =  4  weiteren  Punkten.  Die  letzteren 
lallen  paarweise  zusammen,  wenn  die  IZ-Funetion  eine  der  28  Grössen 
//  ist,  und  diese  beiden  Punkte,  in  denen  11  . ,  ausser  den  allen  ge- 
meinsamen, noch  zweifach  verschwindet,  sind  identisch  mit  dem  durch 
den  Index  m  bezeichneten  Punktepaare.  Denn  nehmen  wir  zuerst 
m  =  xA,  so  ist  Hm  —  FxiGxi.  In  dem  Punktepaare  xA  verschwindet 
sowohl  Fxx  als  6t*;.  ,  daher  verschwindet  das  Product  in  demselben  von 
der  zweiten  Ordnung.    Setzen  wir  aber  m  =  x,  so  folgt  aus  der  Formel 

Gra-i  ( r ;  ,i  ( r  a  „  =  I  a  -;  ^  ,  6  F»  C  S*> 
dass  die  Function  Hy  in  dem  Doppelpunkte  x  der  Curve  L  =  0  von 
der  dritten  Ordnung  verschwindet.  Denn  jeder  der  drei  Factoren  des 
auf  der  linken  Seite  stehenden  Productes  wird  gleich  Null,  wenn 
(x,  y}  8)  =  {ax,  bXj  c  )  gesetzt  wird,  während  die  drei  Grössen  F  . 
i  ,  Fxf,  von  Null  verschiedene  Werthe  erhallen.  Wir  können  also 
auch  hier  sagen,  dass  Hx  ausser  in  den  Punkten  1,  2  •  •  •  7  noch  zwei- 
mal in  dein  Doppelpunkte  x  verschwindet. 

Bilden  wir  also  den  Quotienten  zweier  allgemeinen  ZT-Functionen, 
so  erhalten  wir  eine  rationale  Function  der  durch  die  Gleichung  /.  =0 
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verbundenen  Grössen  {x,  y,  z),  welche  vom  vierten  (in  speciellen  Fällen 
vom  dritten)  Grade  ist,  da  sie  an  vier  Stellen  verschwindet,  und  an 
eben  so  vielen  unendlich  wird.    Daraus  geht  hervor,  dass  die  Gleichung 

M  (H,  H,  R)  =  0, 

welche  zwischen  H,  H,  H  besteht,  von  der  vierten  Ordnung  ist.  Fassen 
wir  diese  Grössen  als  neue  Veränderliche  auf,  und  zwar  als  homogene 
Coordinaten  einer  Ebene,  so  ist  M  =  0  eine  Curve  vierter  Ordnung, 
und  aH  -f-  bH  -\-  cH=0  die  Gleichung  einer  Graden,  welche  diese 
Curve  in  vier  Punkten  schneidet.  Setzen  wir  für  a,b,  c  eins  der  28 
Systeme  am,  bm,  cm,  so  fallen  die  vier  Schnittpunkte  paarweise  zu- 
sammen; es  sind  also  Hm  =  0  die  Gleichungen  der  28  Doppeltangenten 
dieser  Curve,  und  wir  sehen,  dass  den  28  Punktepaaren  m  in  dieser 
Curve  die  28  Paare  von  Berührungspunkten  der  Doppeltangenten  ent- 
sprechen. 

Die  Gleichung  M=0  lässt  sich  nun  in  mannichfachen  Formen 
darstellen,  bei  denen  diese  Eigenschaft  der  28  Graden  in  Evidenz  tritt, 
und  die  in  naher  Beziehung  zu  den  0-  oder  tf-Relationen  stehen.  In 
§  1  wurde  nämlich  gezeigt,  dass,  wenn  wir  die  sechs  Zerlegungen 
m  =  ab,  m  =  ab'  etc.  eines  von  0  verschiedenen  Index  m  in  je  zwei 
ungrade  Indices  vornehmen,  zwischen  je  vier  der  sechs  Producte 

6a6b,     6a'6v  etc. 

eine  lineare  homogene  Gleichung  besteht.  Nun  ist  nach  Formel  (IG) 
allgemein  für  jeden  ungraden  Index  n: 

or<7„2  =  if;n  =  HnHn'; 

es  muss  also  eine  lineare  Gleichung  bestehen  zwischen  je  vier  der 
sechs  Ausdrücke: 

]/Wa]/Mb}/EÜyE\\    j/H^yWymj/Hl-  etc. 
Hierin  ist  allgemein 

Hn  =  a»H  +  bnH  +  cnH, 

Et!'=anH  +  bnH'  +  cnE'. 
Nun  ist  das  Werthsystem  (H,  H,  H)  unabhängig  von  dem  andern 
{H',  .ET,  iT);  wir  können  also  dem  letzteren  einen  willkürlichen  Werth 
beilegen,  der  nur  der  Gleichung  M  —  0  genügen  muss.  Dieser  Werth 
kann  so  gewählt  werden,  dass  einer  der  vier  Ausdrücke  verschwindet. 
Daraus  folgt,  dass  eine  Relation  bestehen  muss  zwischen  je  dreien  der 
sechs  Ausdrücke: 

yH~ayiTb,  y~Ha]/Hiy  etc. 

Daran  knüpft  sich  noch  eine  andere  Folgerung.  Es  seien  a,  b,  c,  d 
vier  von  einander  verschiedene  ungrade  Indices,   deren  Product  ab  cd 
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gleich  dem  Index  0  ist;  dann  ist  das  Product  der  vier  Wurzelgrossen 
]/H,n  y  Hl,  }  II ,  V  II, i  rational  durch  die  drei  Veränderlichen  11,  II.  II 
ausdrückbar,  und  zwar  in  der  Form  einer  homogenen  Function  zweiter 
Ordnung.  Denn  setzt  man  (tb  =  m,  so  folgt  aus  der  Voraussetzung 
abcd  =  0,  dass  auch  cd  =  m  ist.  Es  sei  nun  m  =  ef  eine  dritte 
Zerlegung  des  Index  m  in  zwei  ungrade  Indices;  dann  isi  nach  dem 
eben  bewiesenen  Satze  y1 Hey ' H/  linear  darstellbar  durch  /  II '.,]  Hh  und 
/  II  y H,i.  Erhebt  man  in  dieser  Gleichung  beide  Seiten  in-  Quadrat, 
so  ergiebt  sich  eine  lineare  Relation  zwischen 

HaHb,     HcHlh     H,Hf  und  j/H(lj/H,yil  /  ll  . 
Damit  ist  der  eben  ausgesprochene  Satz  bewiesen. 

Hieraus  folgt  z.  B.;  dass  das  Product  der  Grössen  YH*,  }  II  . 
YSxft,  jZ-ff;.,«  gleich  einer  Function  zweiter  Ordnung  von  11,  ll,  II  ist; 
und  da  11,11,.,,  eine  ebensolche  Function  ist,  so  erkennt  man,  dass 
der  Quotient 

YH*  Y^n    =  F*J< 

l  li  l  II          Fi* 
gleichfalls  eine  rationale  Function  dieser  Grössen  ist,  die  nur  von  den 

F  - 
Verhältnissen   derselben   abhängt.     In   derselben  Weise  lässt   sich   Jr- 

/• 

darstellen.    Dadurch  sind  zwei  in  Bezug  auf  x,  y,  z  lineare  Gleichungen 

gegeben,    mit  deren  Hülfe   sich   die  Verhältnisse   dieser  drei   Grössen 

rational  durch  die  Verhältnisse  von  H}  H,  H  ausdrücken  lassen.     Es 

zeigt  sich  also,  dass  die  ursprüngliche  Gleichung  L  =  0  aus  der  neuen, 

31  =  0,  ebenfalls  durch  rationale  Transformation  hervorgeht. 

Die    verschiedenen    linearen   Gleichungen    zwischen    den    Wurzel- 

Functionen 

VWaYHb,  YHa-YH*  etc., 
deren  jede  als  eine  Form  der  Gleichung  M  =  0  angesehen  werden 
kann,  zerfallen  in  drei  Gruppen,  je  nachdem  der  Index  m  ein-,  zwei- 
oder  dreigliedrig  ist.  Für  einen  eingliedrigen  Index,  m  =  x,  hat  man, 
den  sechs  Zerlegungen  entsprechend ,  folgende  Gruppe  von  sechs 
Grössen : 

YH~aYH7«,  YHßYW*>  YäyYH,,,  yWiYW*,  yh~kYW*> 

für  einen  zweigliedrigen ,  m  =  -/.?.: 

i  iL-,yna,,  j/H^YWi>   YW*YW*>   YW*YW*i   yH^u 

und  für  m  =  xku  =  aß  yd: 

i  iL]  //,„.  YHxYW*,  Yh«Yh7>-  i  ii -../  iCö, 
YW«YW*>  i  n -■■/  Er*- 
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Zwischen  je  drei  Gliedern  irgend  einer  dieser  Gruppen  besteht  eine 
lineare  Relation.  Es  ist  leicht,  zu  sehen,  dass  sich  im  Ganzen  sieben 
solcher  Gleichungen  aufstellen  lassen,  deren  Form  verschieden  ist; 
davon  gehört  eine  der  ersten,  zwei  der  zweiten  und  vier  der  dritten 
Gruppe  an.  Diese  lassen  sich  ohne  jede  Schwierigkeit  aufstellen,  da 
sie  unmittelbare  Folgerungen  der  in  §  5  entwickelten  Identitäten  sind, 
wenn  man  die  beiden  Formeln  des  §  7: 

Hy.  H?.  (iy.i  =  R  Fx  % , 
H,H2HZ  •  •    R,  =  Jl' 
hinzunimmt.     Aus  der  ersten  folgt  nämlich,  da  FxzGxx=s  Hxz  ist: 

HyE,Hyj.  =  R{Fx/L)'K 
Wir  haben   nun   die   Quadratwurzeln   aus   den  28  Grössen  Hm  zu 
bilden.    Die  Vorzeichen  der  7  Grössen  j/Hy.  mögen  willkürlich  gewählt 
sein  5  j/R  bestimmen  wir  dann  so ,  dass  die  Gleichung 

(23)  j/H{  ]/H,  i/H,    ■  ■  j/H,  =  {\/Rf 
gilt,  und  yHyi  so,  dass 

(24)  ]/Wy.  ]/H,  ]/H:,  =  \/R  Fy , 
ist.     Dann  folgt  von  selbst: 

Setzt  man  diese  Ausdrücke  für  die  Grössen  F  und  G  in  die  Gleichungen 
a  bis  g  des  §  5  ein,  so  erhält  man  folgendes  System: 

(A)  8   {(—  lY"mfßr*VElVEä~»\  —  0] 

(B)  8    U-  iyy '  «'  YHjr  }/H~ö\  =  0; 

<*,ß,Y   '  ' 

fxyafxßd  Y  Hßy  V^ad  —  fxßyfxaä  V  ilya  yHßd 

=  (_l)«I^J|)ry^y7/,/  //,„-, 

.'//.  //.  ß  y  //.  a  ö  ]    Hp  /Hy.  7.  —  gft  fn  j  y  ff,  «  d  Y^l  /-öx/< 

(E)  S  {(-l^l'^^j-Oi 

x,Xji   f  ' 

(F)  8    |(-  l)^'  l  'gafaM  v  /Ha*  VKal  =  0; 

a,ß,y  '  > 

Von  diesen  Gleichungen  giebt  die  erste  die  Form   der  Relationen   der 


(C) 
(D) 


(G 
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ersten  Gruppe,  die  vier  folgenden  (1!  .  I  Dj,  (E)  die  der  dritten, 
und  die  beiden  letzten  die  der  zweiten  Gruppe. 

Wir  bemerken  noch,  dass  die  Formel  (19)  auch  dazu  benutzt 
werden  kann,  aus  den  Identitäten  des  §  5  andere  abzuleiten,  die 
/wischen  Functionen  der  vierten  oder  fünften  Ordnung  bestehen.  Von 
diesen  ist  eine  bemerkenswerth,  weil  sie  zu  einer  besonders  einfachen 
Relation  führt,  die  zwischen  den  Variabein  der  beiden  Gleichungen 
L  =  0  und  il/=<>  besteht.     Multiplicirt  man  nämlich  die  Gleichung 

mit  HyHxH,,,  und  ersetzt  H,ll„^,.u  durch  HF,.,,,  so  ergiebt  sich: 
S    ;        1        *HxFXl\  =  ". 

Der  Ausdruck  auf  der  linken  Seite  kann  dargestellt  werden  als 
eine  lineare  Function  von  x,  y,  z,  deren  Coefficienten  linear  in  IL  II.  // 
sind.  Letztere  Grössen  wollen  wir  für  den  Augenblick  als  unabhängige 
Constanten  ansehen.  Setzen  wir  dann  x  =  ax,  >j  =  by.,  z  —  cx,  so 
wird  F„y  und  Fxx  =  0,  während  (—  !.)'-•"  \*FiM  gleich  /x;„  wird;  daher 
geht  die  linke  Seite  der  obigen  Gleichung  über  in 

/,,„  H,  =  fxift  {axH  +  bxS  -f  cxE). 

Es  wird  also  für  x  =  aX}  y  —  bX}  z  =  c  der  obige  Ausdruck  identisch 
mit  folgendem: 

Dasselbe  muss  stattfinden  für  x  =  «;.,  y  =  bi,  z  =  c-,.,  und  für  x  =  aM , 
y=b!U,  z  =  cft'i  mithin  müssen  beide  Ausdrücke  überhaupt  für  alle 
Werthe  der  Veränderlichen  identisch  sein.     Daraus  folgt: 

(26  i  B r-f  yH+zH=0. 

§   1". 

Ehe  wir  die  Theorie  der  beiden  Gleichungen  L  =  0  und  M  =  0 
verlassen,  wollen  wir  noch  eine  lineare  Beziehung  zwischen  den 
Differentialen  der  Grössen  H  aufstellen ,  von  der  wir  später  Gebrauch 
machen  werden. 

Die  Gleichung  Jf=0  wurde  in  expliciter  rationaler  Form  nicht 
aufgestellt.  Aus  ihrer  Existenz  aber  folgt,  dass  zwischen  den  Differen- 
tialen dreier  Grössen  Hu,  H-j,  H-    eine  lineare  Relation  besteht: 

AäHa  +  BdHH  -f  CdHy  =  0, 
in   welcher  A}  B}  C   rationale   Functionen    der   Grössen  H   bedeuten, 
die  offenbar  der  Bedingung 

AHi:-\-  IUI   +  CHr=0 

iky  ,  Abel'sche  Funct.  5 
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genügen  müssen.  Man  kann  zu  dieser  Gleichung  gelangen,  indem 
man  irgend  eine  der  Formen,  in  denen  die  Gleichung  M  =  0  gegeben 
ist,  differenzirt.  Wir  wählen  die  Form  (E).  Das  Resultat  der  Differen- 
tiation hat  dann  die  Gestalt 

A  +  B  =  Q,     oder     A  =  ~  B, 
wo 

*-&{<- 1)*|,7s|"4 

Beide  Ausdrücke  formen  wir  um.  Den  ersten  zunächst  dadurch,  dass 
wir  nach  Formel  (24) 

ersetzen;  dadurch  erhalten  wir: 


A=    S  <(—  1)^ 


YH,YH>YH^ 

oder: 

J/H,  ]/BT,  }/BTu  A  =  f/Il   S    j(-  1  y "  i  *  F,„  d  H,\  . 

y.,X,(t    (  ' 

Wenn  wir  auf  die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  dieselbe  Operation 
anwenden,  welche  wir  am  Schluss  des  vorigen  Paragraphen  ausgeführt 
haben ,  so  ergiebt  sich : 

S   {(_  l)*r\*FiuäHx]  =fKiu(xdH+  ydff+  zdE). 

y.,?.,u    l  f 

Für  diesen  Differential-Ausdruck  führen  wir  eine  besondere  Bezeich- 
nung ein: 

(27)  xdE  +  ydH+8dB=  A. 

Danach  ist 

i/Uxi/mys,,  a  =  f.,,f,  j/b  a. 

In  dem  zweiten  Ausdrucke  multipliciren  wir  jedes  Glied  mit  dem 
Product 

j/Wx  VBTtVK,  yih,,  YH^,,  YHV,  =  P. 

Es  ist  alsdann 

S^  =  YWxyH;yH7i .  yrnYS^Y^ 

YH~/>> 

=  RFxxFxp] 
mithin  ist 

PB=  R  S  {(—  lypl'FtiF^dHiJ. 

■/.,/.. ii  '  > 
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Mit  Hülfe  der  Gleichung  (21)  lässt  sich  jedes  der  Differentiale  d  II,,,, 
dll,,/,  dlh/.y  mithin  auch  die  ganze  rechte  Seite  der  Gleichung,  durch 

tili,,,  </!/■,  äHy  ausdrücken.     Wir  setzen: 

S   |(_  ly/M*/.^  /•;„,///    i  „  (pidJ£a  _f_  y^Hj  _|_  (f.dJfy. 

x,X,ft  '  ' 

und  beschränken  ujls  darauf,  g?,  zu  bestimmen,  da  die  beiden  andern 
Grössen  daraus  durch  Vertauschung  des  Index  c.  mit  ß,  bezüglich  y, 
abgeleitet  werden  können.     Nach  (21)  ist 

(/H,ft=     S     )(-l¥^agß9yffiXftfyX(tfßy}efftyVdBa\- 

daher  ist 

¥>,-(-  W^a9ß9yfßy*    8   j(-  WfafnuffnF.iF.A. 

y.,/.,/ii  l  i 

Wir  betrachten  nun  die  quadratische  Function 

<p{x,y,0)=    S   U—l)lH*faßfrirfßr,FulF1lltL 

bei  deren  Umformung  wir  von  der  zwischen  x,  y ,  z  bestehenden  Be- 
ziehung L  =  0  absehen.  Setzen  wir  nun  ]•).„  =  0,  so  reducirt  sich 
die  Summe  auf  das  erste  Glied.  Zugleich  aber  reducirt  sich  die  zwischen 
Fxi,  Fax}  Fpx  bestehende  Gleichung  auf  folgende: 

(-  lyn'fpnF*!  +  (-  \y*^umiFPi  =  o, 

oder 

fpirFii  —  i-  iyx^UhFßX. 
Wir  erhalten  also,  immer  unter  der  Voraussetzung,  dass  FzM  =0  ist: 

cp  (x,  y,  z)  =  (-  ly^+Plff^fy^fyßtFxpF^. 
Nun  ist  aber  nach  Formel  (d): 

fyxjyß*  Fiß  FX(A  -  fyißfYXh  !■).„  Fßx  =  (-  1)-  U+H  ?gagvGrav\ 
mithin,  da  I1\u  =  0  vorausgesetzt  ist: 

ft^frß,FißFuM  =  (-  ly^+^PgagrG«*, 

9  0;  y,Z)  =  —  (/«{/,  fy.?.uG-ar> 

Diese  Relation  ist  hergeleitet  worden  unter  der  Voraussetzung  J'\„  =  0. 
Es  ist  aber  leicht  einzusehen,  dass  sie  identisch  bestehen  muss.  Denn 
sowohl  die  rechte  als  auch  die  linke  Seite  ist  symmetrisch  in  Bezug  auf 
die  drei  Indices  x,  A,  fi.     Es  muss  also 

<P  fay,  8)  +  guffr fy>...Crat. 

theilbar  sein  durch  die  drei  linearen  Functionen  F?fX,  l'\ti,  und  FK\ 
Da  dieser  Ausdruck  aber  nur  von  der  zweiten  Ordnung  ist,  so  folgt, 
dass  er  identisch  Null  sein  muss.  Setzen  wir  den  so  gefundenen  Werth 
von  cp  (x,  y,  z)  ein,  so  folgt  jetzt 

9>i  =  —  (—  iyy,a  gctgßgygvfxipfßyvGa*- 
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Daraus  ergeben  sich  cp2  und  <jp3   durcli  Vertauschung   der  Indices 
a,  ß,  y.     Nun  war: 

1>JB  =  R  {cpydHa  +  cp2dHß  -f  cpzdHy)- 
mithin  ergiebt  sich: 

-PB  =  gag^gYgvfXi(lM   S   \(-l)(^«fpYvGavdHa\, 

a,ß,y  <  ' 

PA  =  /;,„  ]/li  y'Wn  VH7,  Vti,,.  A  ; 
und  da  A  =  —  B  ist,  so  folgt: 

b  {(-  yr  i  .ftt,a„  t  h.) - ys-y^yjp  A. 

«.,V/  l  J  9„9ß9Y9vYR 

Wir  ersetzen  in  dieser  Formel  noch 


BFav  dIL 

Wir,     und  -g 


6rar  durch  -tttt ,     und   -^  durch  <Zlog  i?a: 


dadurch  ergiebt  sich  schliesslich: 

(28)      8   i(-iyy\^YVFavdlogHa\  -  j/i/^y^/^;//'  A, 
<Vw    l  J  9a9f)9Y9v\VR)3 

wo  das  Differential  A  durch  die  Gleichung  (27)  definirt  ist.  —  Aus 
dieser  Formel  lässt  sich  nun  leicht  eine  Relation  zwischen  d  log  Ha , 
d  log  Hp  und  d  log  HY  herleiten,  z.  B.  dadurch,  dass  man  v  mit  tf 
vertauscht,  und  aus  den  beiden  Gleichungen,  die  man  so  erhält,  A 
eliminirt.  Aber  wir  begnügen  uns  mit  dieser  einfacheren  Formel,  die 
für  spätere  Zwecke  ausreicht. 

§   11. 

Durch    die   bisherige  Untersuchung   sind  die  Quotienten  je  zweier 

ungraden  6  definirt  als  algebraische  Functionen  zweier  den  Gleichungen 

dritten  Ranges:  L  =  0  und  LI  =  0  genügenden  Werthsysteme  x  :  y  :  z 

und  x  :  y  :  e'.     Nimmt   man   das   letztere    als   constant   an,    betrachtet 

also  den  Quotienten  —  als  abhängig  von  (x,  y,  .?)  allein,  so  ist 

n 

'«  _rYs* 

wo  c  eine  Constante  bedeutet.    Der  Quotient  jP  wird  an  zwei  Stellen 

n 

Null,  an  zwei  Stellen  unendlich,   beides  von  der  /weiten  Ordnung.     Der 

6 

Quotient  —  hat  daher,   obgleich  er  keine  rationale  Function  ist,  doch 
n 

an  jeder  Stelle  des  Gebildes  den  Charakter  einer  solchen,  und  wird 
an  zwei  Stellen  Null  von  der  ersten  Ordnung,  an  zwei  andern  ebenso 

ff 
unendlich.     Ferner  ist  das  Quadrat  eines  Quotienten     "-'  eine  rationale 


Abriea  einer  Theorie  der  Abel'BChen  Functionen  dreier  Variabel!).  69 

Function,   und   in   gleicher  Weise   das  Product  mehrerer  verschiedener 

etc.,   wenn    nur  zwischen  den  Indicea  a,  b,  c,  d  etc.  die   Be- 

dingung  stattfindet,  dass  der  aus  allen  zusammengesetzte  gleich  dem 
Index  0  ist.  Dieselben  Eigenschaften  zeigen  diese  Quotienten,  wenn  wir 
sie  als  abhängig  von  (x\  y ,  z")  auffassen. 

Es  sind  nun  zunächst,  wenn  wir  die  Bedingung  zwischen  den 
Grössen  L,  durch  welche  die  Veränderlichkeit  der  Argumente  be- 
schränkt wird,  beibehalten,  zwei  Aufgaben  zu  lösen:  erstens,  den  Quo- 
tienten zweier  graden  6,  und  dann:  den  Quotienten  eines  graden  und 
eines  ungraden,  als  algebraische  Functionen  der  beiden  Grössensysterae 
./ ,  //.  :)  und  (x,  y\  z)  darzustellen,  und  deren  Eigenschaften  zu  be- 
stimmen. Wir  haben  also  jetzt  Relationen  zwischen  den  graden  und 
ungraden  6  aufzustellen.  An  solchen  Beziehungen  zwischen  diesen 
64  Grössen  ist  ein  sehr  beträchtlicher  Reichthum  vorhanden;  und  wenn 
es  nur  darauf  ankäme,  überhaupt  Ausdrücke  für  die  gesuchten  Grössen 
aufzustellen,  so  würde  diese  Aufgabe  rasch  gelöst  sein.  Aber  die- 
jenigen Darstellungen,  welche  man  durch  directe  Elimination  erhält, 
lassen  nicht  sämmtliche  wesentlichen  algebraischen  Eigenschaften  dieser 
Grössen  unmittelbar  erkennen,  deshalb  muss  die  Untersuchung  einen 
etwas  längeren  Weg  einschlagen. 

Wenn  man  in  der  zwischen  vier  Producten  ungrader  Theta- 
Functiouen 

eaMeav,  0Vl, e,,,  e;„0;.,,  e^e*, 

bestehenden  linearen  Gleichung  die  Argumente  vermehrt  um  dasjenige 
halbe  Periodensystem,  welches  zum  Index  lu  gehört,  so  verwandelt 
sich  dieselbe  in  eine  lineare  Relation  zwischen 

Qa?.Qiy,,       QpiQya*,       Oy>.®«^.,       0,0,   ,. 

Man  erhält  diese  Gleichung  aus  der  Fundamental- Formel  (1),  indem 
man  dort 

/.■  =  l ,    l  =  X  \i  v ,  in  =  x  p 
setzt.     Wir  erhalten  dann,  da  hl  ein  ungrader  Index  ist: 

7 

Hier  verschwinden  diejenigen  Glieder,  die  den  Werthen  der  Summations- 
buchstaben:  «  =  (),  x,  (u,  v  entsprechen;  wenn  wir  also  mit  «,  ß.  - 
die  von  x,  l,  u,  v  verschiedenen  primitiven  Indices  bezeichnen,  so  sind 
dem  Summationsbuchstaben  die  Werthe  X,  a,  ß,  y  beizulegen.  Wir  er- 
halten somit : 

(-iyO„«r,aiy»Cy.iiC/.tQoQ     t 

+    s    j(-  l)ii«ifi"Mr)cux/tc   *,0„;.0v,*[  =<». 

ör,  V,  v '  '  ' 
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Nun  ist  für  (0,    pv,    aßyv): 

K=v,    L  =  0,    J/=0; 
daher: 

(0,  {iv,  aßyv)  =  aßyv  |  ,ui<  -f"  fi  v  \  aßyv 1  mod  2. 

Für  das  Zeichen  (Xa,  Xuva,  Xvßy)  dagegen  ist: 
K  =  Xv,   L  =  X ,  M  =  Xa\ 
und  da 

X  [iva  |  Xvßy  -\-  Xvßy  \  X[iva  =  0  mod  2 

ist,  so  erhalten  wir: 

(Xa,  Xpva,  Xvßy)  =  Xv  \  Xa  -j-  X  \  X(iva  -f-  Xa  \  Xvßy. 

Für  Xv  |  Xa  können  wir  setzen:   1  +  Xa  \  Xv;  daher  für 

Xv  \  Xa  -\-  Xa  \  Xvßy  :  1  -f-  Xa  \  ßy, 

oder: 

1  +  k  |  ßy  +  a  |  0y. 

Wir  erhalten  daher: 

(Aß,  Xpva,  Xvßy)  =  l  -\-  a  \  ßy  +  X  \  ßy  -±-  X  \  kpva. 
Nun  ist 

«  |  /3y  =  0y  I  a; 
mithin  : 

(Aa,  Af*va,  Av/3y)  =  1  +  A  |  x  -}-  /5}>  |  «  mod  2. 
Wenn  wir  nun  in   die   obige  Gleichung   die  Grössen   6  einführen,   so 
erhält  dieselbe,  nach  dieser  Bestimmung  der  Vorzeichen,  folgende  Form : 

a    i  y'  ey./.uex?.rluv  ' 

Wir  haben  jetzt  den  Coefficienten 

—  ea/.fieccy.veßyy.g7.  q 

e/.).iiey.?.v1,,  i 

in  eine  Function  der  unabhängigen  Parameter  umzuformen.    Zunächst 
ist  nach  Gleichung  (79)  des  ersten  Theils: 

setzen  wir  nun 

eax,ueay.ve,1y  ye,uvel    __    p 
ey.  ;.,«  ez^.  vea?. 

so  ist  demnach: 

oder,  da  nach  Formel  (69) 
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<  Jr  =  —  >•'/•>/ 
ist : 

q-  ':;'u;  i 

r'l-Ü,,'.!,!« 
Wenn    wir   in   dem    mit   E  bezeichneten  Quotienten  die  Producte 
in    ihre  Factoren  entwickeln,  so  heben  sich  alle  Factoren 
des    Nenners  gegen   solche,   die   im   Zähler   enthalten    sind :    es   bleibt 
übrig    ein    Product    von    16   Factoren,    das    sich    in   vier   Theile    zer- 
legen lässt: 

v"x  ft  V )         ' '  ,    '/■  ii  '  ii  1   • 

Diese  vier  Producte  sind  nach  den  Formeln  (51)    und  (64)  bezüg- 
lich gleich : 

'  'n' ii  l  \  I  a  ii  i    j        '  vy  'a»X/ yax  ) 

rlßlyhfßyX  ,       rl>al>(ßxfaßz- 

Das  Product  aller  ist  also: 

-Cr  =  Y   /«'  Iß   ly   Ix  U'/ihfafivfßyXfyaxtaßx 

_/    ** [a  {a  ii  >  fßyXiyaxfgß x  . 

/  ■/    /  ' 

/.   ii   i 

mithin: 

,  .  __    9ct'ct(iv'ßyl'Yax'aßx 

Jetzt  können  wir   die  Gleichung   in   ihrer  entwickelten  Form  hin- 
schreiben : 

(29)  S     j(—   \y^agaf«ßxfayxf«nvfßyX6arfßyx\={-  1>  ;  *#«</.  Wfl ... 

I 

Multiitliciren  wir  dieselbe  mit 

•o 
und  führen  die  neue  Bezeichnung  ein  : 

so  erhalten  wir  zwischen  den  drei  Grössen  co^.y,  oj/irz,  wayz  folgende 
lineare  Gleichung : 

(30)  S     \{—\y^agttfaßxfayxfa(lvfßyXq>aiaßy     \   =  (—   1 V    *</,.//,  *„  v , 

in   welcher  für  die  Grössen  <jd  und  %  ihre  Ausdrücke  durch  (£,  ?/,   :  . 
(x'}  y,  s),   nämlich 

<PaX  =  FaxFai  .      Xu,  =  '•      G 
einzusetzen  sind. 
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§   12. 

Wir  wollen  im  Folgenden  x,  y ',  z  als  unveränderliche  Grössen 
betrachten,  so  dass  sich  (pa;.  von  Fax,  %„,.  von  <i,,y  nur  um  constante 
Factoren  unterscheiden.  Aus  der  entwickelten  Relation  zwischen  den 
Grössen  tOßyX}  a.,ax,  aajy.  lassen  sich  zwei  neue  Gleichungen  zwischen 
denselben  Grössen  dadurch  ableiten,  dass  wir  l  mit  p  und  v  vertauschen. 

In  allen  drei  Gleichungen  sind  die  Coefficienten  von  coiYy,,  (o,u/_. 
oasy.  lineare  homogene  Functionen  von  x,  y,  z,  und  zwar  verschwindet 
bei  allen  dreien  der  Coefficient  von  co^.,z  im  Punkte  a,  der  von  (o.,ay. 
im  Punkte  ß,  der  von  aa;ix  im  Punkte  y.  Ferner  steht  in  allen  drei 
Gleichungen  auf  der  rechten  Seite  eine  homogene  quadratische  Func- 
tion, die  in  den  vier  Punkten  cc,  ß,  y,  k  verschwindet.  Wenn  wir 
diese  drei  Gleichungen  mit  willkürlichen  Constanten  ex,  c,,,  cr  multi- 
pliciren  und  addiren,  so  muss  die  resultirende  Gleichung 

Aa^yy.  -f-  Bdyay.  -f-  Ca)aßX  =  D 
dieselben  Eigenschaften  haben.  Wir  können  nun,  da  A  eine  lineare 
Function  von  x,  y,  z  ist,  die  im  Punkte  a  verschwindet  und  drei  will- 
kürliche Grössen  Cx,  c«,  c,.  enthält,  diese  letzteren  so  bestimmen,  dass 
der  Coefficient  A  identisch  Null  ist.  Dann  reducirt  sich  die  Gleichung 
auf  folgende: 

Ba.a/.  -f-  CG>ttßy.  =  1). 
A,  B,  C,  D  sind  durch  folgende  Ausdrücke  gegegeben: 

A  =  (—   Vfviagaf«ßxf*yx   S     IcxfapvfßyxFZxFaxl, 

B^{-\)ya^gßfßyXfßtty.  S  IcxfßvrfyaxFß-xFßiL 

/.,  II,  rl  I 

C=(-\yßWgyfy«xfy{i*  8  \cxfYflvfaßxF;xFyx\} 
B=  S   \(—  iyi*cxgngvG;lvGtlJ. 

Hier   sollen   cx,   cu,   cy  so   bestimmt  werden,   dass  A  identisch   gleich 
Null  wird.    Nun  besteht  nach  Formel  (a)  zwischen  Fax,  Fafl,  Fav  die 

Identität: 

Mit  dieser  muss  die  Gleichung  A  =  0  identisch  sein;  daraus  folgt, 
dass  wir 

r„  =  C(-    iyX\Kfßy»fßyxF^vF^, 
Cr  =  C(-    Xy^vfßyXfßynF^xF^ 

zu  setzen  haben. 
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I  ><  1 1 l  Factor  c  können  wir  einen  beliebigen  Werfh  beilegen.  Im 
Uebrigen  sind  jetzt  /»',  C}  I)  bestimmte  Functionen  von  x,  ;/,  .:,  «leren 
Ausdruck  wir  vereinfachen  müssen.  l'<  isl  linear  dargestellt  durch 
/■'.  ,  /  ■',  „,  /',,  :  wegen  der  Relation,  die  zwischen  diesen  Grössen  be- 
ßteht,   nmss  sich    11  auch  in  dieser  Weise  ausdrucken   lassen: 

I  in  nun  />',  zu  bestimmen,  haben  wir  (x,  y,  z)  —  («,.,  &,.,  c,  I  zu  setzen; 
dann  wird  einerseits 

b  =  (    i .'-/-,/;,, 

andrerseits,  da 

/•;,,  in  (—  lfl^/'v.M    Fßh   in  (—  1)'  '  .v"/>» .,     /<\,    in  0 
übergeht: 

/;  =  (__  \y-\?9^4?a.,  s ;  (  -  i)'i.^/'v;, /;„,/;_/••;;  |. 

Daher  ist: 

Setzt  man  hier  für  o.   seinen  Werth  ein,  so  verwandelt  sich 
in 

oder,  da 

v  \  ßX  -\-  pv  \  k  =  [i  \  l  +  a  \  ß  >+-  av  \  ß  mod  2 
ist,  in 

Der  Formel  (c)  zufolge  ist  aber: 

8  {(-  1)«  I  *»+"  I  Yy^/"y«ü  *?,  F;„  I  =  gagt  G^  ; 

daher  folgt: 

■(_  lyi^jff,  —  (-  ly-WgtfaJf.ifacir-  \yv^fßyVF^vgxgvGxr, 

oder  da 

v  |  /Ju.  +  ya  |  0  +  av  |  0  e    v  \  (t  +  y  \  ß 

ist: 

/>',  =c(-  iywi*gßg*9rfauft.4pi9ftri  l     <,;,. 

Den  andern  Coefficienten  !>.,  erhalten  wir  aus  diesem  durch  Vertauschung 
von  (i  und  v.     Es  ist  also: 

#  =  c(-l)yl^*frr*fr«*Sj(-  l)1    'y,/';,/'..  /•'„.''    ■/ "..[. 
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Der  Ausdruck  C  entsteht  aus  B  durch  Vertauschimg  von  ß  mit  y. 
Es  ist  daher: 

C  =  c{-  Vf\vgrg,fpr.fy„  S  {(-  \y\*g,fPr,frivFi*Gl9FrA  . 

In  ähnlicher  Weise  lässt  sieh  D  umformen.  Dieser  Ausdruck  ist 
zunächst  linear  durch  Gu ,.,  Gvx,  Gifl  dargestellt;  da  aber  zwischen 
diesen  drei  Grössen  ebenfalls  eine  lineare  Relation  besteht,  so  inuss  I) 
auch  auf  diese  Form  gebracht  werden  können: 

D  =  DlG,.y  +  D2G/u. 

Hier  können  wir  Di  wiederum  dadurch  bestimmen,  dass  wrir  (x,  y}  z) 

=  («,.,  by,  Cr)  setzen;  dadurch  geht 

(_  i)vl."r                      (_  d'I  ?v 
GIIV  in ,    Gvx  m  v — j- ,    Gifl  in  0 

i)v  ffr 

über;  demnach  erhalten  wir: 

oder,  wenn  wir  für  ex  seinen  Werth  einsetzen: 

^l-D1=cfßYVF^v  S  j(-  W+'W^fayF^GlA. 

Nun  ist 

A  |  x  -\-  v  |  p  -f~  f*  v  |  A  =  1  4~^iu  I  xv  -\-  Xx  \  [i ; 
daher  ist: 

D,  —  -  (-  l)"l;'+;^-6-^/;,./1^„  S  j(  -  lY'^g^ßrF^Gi^. 

Nach  der  Formel  (f)  ist  aber: 

(-  l^'^^y^-^  +  C-  V*lgifißVFiaGit 
+  (—  W^'giforFi.G^  —  O] 

daher  ist 

!),  =  (-  1)-   lv+x^vcgvfßYVF*vgxfxßyF;.aG*v, 
oder,  da 

?'  |  A  v  +  A  ju  |  v  =  1  -j-  v  |  ju,  ist : 

d,  =  —  (-  \y\"cgyr/,fiiyyfi,.„.F;ryi:t(,;t. 

Der  andere  Coefticient,  D.,,  ergiebt  sich  durch  Vertauschung  von 
^  und  v.     Es  ist  also: 

Wir  setzen  nun 

/// 

i/y  Iß  ;•  * 
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Dann  erhalten  wir  die  drei  Coefficienten  unsrer  Gleichung  ausgedrückt 
durch  folgende  Formeln: 

C^gyfyaxS\{-   lyWgvfßyrfylvF^G^Hx'FyA  , 

|U,V  < 

x>  =  (-  lyiyjp.'xö  j(-  i)' ■>*!/, ./>;,/•',;/'■;. ///^'/.j; 

oder,  wenn  wir  für  den  Augenblick 

(-  1)' '  "</.  fßYVFaVG*'vHx'  =  ru    (-  1>"  i  'gjßyp  K'„  <K„  ff,'  =  u 
setzen  : 

B  =  9(tfpaAfßivFß(lr{  +  fßTLfxFßyr^, 

—  G=  gyfya*  (/*//•>  ^V,«ri    +  //'/'  F-nri)> 

B  =  (-  \y  I r  F«K(ft  ,r,  +  G*„  >'2)- 
Aus   dieser   Darstellung  geht    eine    eigenthümliche  Relation    zwischen 
diesen  drei  Grössen  hervor.     Es  ist  nämlich,   der  Formel  (d)  zufolge: 

gßfß*v.fßlvG-ßH  —  gyfya  y.fy?.vGy,u  =  (~   1>*  '  * FttXF%  ,  . 

Wenn  man  nun,  was  nach  (19)  erlaubt  ist: 

Gßft  durch    g  'y,"  .    (ry/U  durch  -^--jj'  , 

F«x  durch  5A5lü,    Fa,  durch  ^^  ' 

ersetzt,   und   beachtet,   dass   das   Product   aller   Grössen  Hu  gleich  B3 
ist,  so  erhält  man  folgende  neue  Formel: 

gßfßttXfßivEYFß(t  -gYfy  xfyxvHßFYfi  =  (-  iy\rGaxGiv. 
Hieraus  folgt: 

BHY  +  CHß  —  (—  lyiröa.Cöi.r,  +  Cr;./(r,); 
mithin  ist: 

J)  =  §~  (£#,  +  Cfl». 


Dadurch  erhalten  wir  die  Gleichung 

i 
G 


Bayax  +  C<oaßX  =-  -J-*  (BHY  +  CHti), 


oder : 

B  (a>yttX  -  -£— J  =  -  t  ^««  -      ,,       )  ■ 

Für  die  beiden  linearen  Functionen  B  und  —  C,  von  denen  die 
letztere  aus  B  durch  Vertauschung  von  ß  mit  y  hervorgeht,  wollen 
wir  nun  eine  bleibende  Bezeichnung  einführen.  Die  ursprüngliche 
Darstellung  von  B  war  symmetrisch  in  Bezug  auf  die  Indices  A,  u,   r, 
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die  neue  in  Bezug  auf  k  und  j>;  daher  wird  B  durch  die  Vertauschung 
der  vier  Indices  y,  k,  u,  v  uuter  einander  nicht  geändert.     Ausserdem 
aber    wird   dieser  Ausdruck  auch  dadurch  in  seinem   Werthe  nicht  ge- 
ändert,   wenn  man  u   mit  %   vertauscht;   dies   zeigt  die  zweite  Form,  [j 
denn  wegen  der  Gleichung  U  =  0  ist 

F'avGXvHx  —  FxvGavS.a'. 
Wir  können  also  den  Ausdruck  B  bezeichnen  durch  die  beiden  Indices 
ß  und  ax.     Setzen  wir 

B  =  Mii,l(,, 
so  ist 

—  G  =  Jfl  }S  a  ■/. ; 
daher  geht  unsere  Gleichung  über  in  folgende: 

ir         (  BvF«*\         M         (  HPFaA 

MA"  \ar"  -       G^    )  =  M»°*  \mß'    ~     G^T)- 

Hieraus  folgt,  dass  der  Quotient 


Gay.Mß,ax 

einen  vom  Index  ß  unabhängigen  Werth  haben  muss.  Diese  vor- 
läufig noch  unbekannte  Grösse  bezeichnen  wir  durch  V«,.-  Dann  er- 
halten wir: 

(31)  aßuM  -  ^ay  —  PaXMß,ax. 

Hier  bedeutet  MßiKX  eine  lineare  Function  von  x,  y,  z}  die  im  Punkte 
ß  verschwindet,  und  die  durch  folgenden  Ausdruck  gegeben  ist: 

(32)  Mß^^gßfpa*  S  {(—  iy\*gvfßyVfßivF^G;.vEx'FßA  . 

§  13. 

Um   nun   die  Grössen  Pax  zu  bestimmen,   vertauschen  wir  in  der 
Gleichung  (31)  a  mit  ß.     w-><ß*  bleibt  dann  migeändert;  es  ist  also 

HßF**     i     p      71/,        _H«F,iy    i     p     M        . 

&bx  {riy 

oder : 

MV  TT   W ' 

a     ß*  ■aßJ!ay.   __    ,,       71  r  _    />,     7ir      , 

('iz  Cr«y. 

Zunächst  formen  wir  die  linke  Seite  dieser  Gleichung  um.  Diese 
ist  gleich: 

HaHxGayFß\-HßHyGßyF^ 


HzGay.Giy. 


oder,  da 

H«HxGttX  =  RFaXf    HßSxGsy.  =  -RFß, 
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ist,  gleich: 

"/■„,'' 

Der  Factor  des  Zählers 

-1-  uy.  J    i/.   —   '■;/.',</. 

ist  offenbar  eine  lineare  Function  von  >,  //,  ,:,  die  in  den  beiden  Punkten 

if,  z)   und   (ay.,    by,    cx)   verschwindet.      Wenn   wir  also  die  Deter- 
minante 

'    y    '■ 
(33)  x    y    z 

ax      by       '  y 

mit   Fx  bezeichnen,  so  muss 

FaXF^y-      J\yKy     =     rFy 

sein,  wo  c  eine  Constante  bedeutet.     Um    diese   zu  bestimmen,    setzen 
wir  i.'.  y,  z)  =  (aß,  bi,  Cß)\  dann  geht 

Fay  in  (-  ly^'faßn,     Fx  in  (-  1/  ßF'ßX)     Fßx  in  0 
über;  dadurch  finden   wir 

C  =  (-l)tt"J/*a/»x. 

Es  ist  also 
{34  FaxFß'x-FßXF*x  =  (r-  vf  Pfaß*Fx. 

Durch  diese  Umformung  erhalten  wir  folgende  Gleichung: 

(-l)tt|'V(,,  yV,U 


PaxMßiCCX    PiyMa.iy    = 


Hy.Gay.GSy. 


W  eii n  man  in  dieser  a  und  ß  mit  einem  dritten  Index  y  vertauscht, 
so  muss  man  zu  einem  System  dreier  Gleichungen  mit  den  Unbekannten 
l'a,.,  Pix,  Pyx  gelangen.  Vorher  wollen  wir  die  Gleichung  noch  da- 
durch reduciren,  dass  wir  von  dem  Ausdrck  MßtCCX  den  constanten  Factor 
9  fßax  absondern: 

(35)  Mßiax  =  gßfßaxMßtax. 

Ferner  setzen  wir  zur  Abkürzung: 
V  7? 


Hy.Gay.Giy.G-y. 


Da  £  ein  alternirendes  Zeichen  ist,  so  ist  gleichzeitig: 

{—  1)«  I  <*=(—  YfP  /£,  (-  IV I  /  =  (—  l)ßv  \*e,  (—  l)y  i  «  =  (—  l)r«  i  ß  s. 

Demnach  können  wir  folgende  drei  Gleichungen  aufstellen: 

<gYPßXMYtßx  -  gßPYXMß,YX  =  (-  iyr\'eGa*Q, 
(36  \ga?y*Ma,yx  -gYPaXMY,ax  =  (-  IV     ß*  GßXQ, 

'  gßPaxMßtaX  ~  ga  PßxMa,ßX  =  (-  1  ■  •• '  i  £  GyxQ. 
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Wenn  wir  diese  der  Reihe  nach  mit 

gafulfiFur,      gpfßlftFßv}      gYfyXfiFyv 

multipliciren  und  dann  addiren,  so  ergiebt  sich,  der  Formel  (f)  des 
§  5  zufolge,  auf  der  rechten  Seite  Null;  auf  der  linken  ein  Ausdruck 
von  der  Form  : 

APay.  +  BPti,  +  CPYy. 
Hier  ist 

A  =  9ß Ovifr* ,«  Fy v Mfi%  a y  —  fß i  u  FßvMyt a y) ; 
die  beiden  andern  Coefficienten   entstehen   aus   diesem  durch  cyklische 
Vertauschung  der  Indices  a,  ß,  y.    Nun  ist,  wenn  wir  zur  Abkürzung 
wieder  die  beiden  Grössen  rt  und  r2  des  vorigen  §  einführen: 

Mpt  ay.=f[i?.v Fßp rt  -f-  fßift  Fß v r2 , 
MYt  tt  *  =  fy  i  v  FYM  r,  -f  fy  i  n  FY  y  r2 . 
Daher  erhalten  wir: 

■A  =  Ü!i9vr\  {fi-YnhßvFßnFyy  —  flß/nfxyvFYftFßv). 

Der  in  die  Klammer  eingeschlossene  Ausdruck  ist,  nach  Formel  (c), 
gleich  ( —  iy\r+ti  \v  gagy.Gay.;  ferner  ist 

r,  —  (—  \y\vgvfßyVF'ayG'y.yHy;', 
mithin  ergiebt  sich: 

A  =  —  (—  iy]UjagßgYgxgvGyvHy;fßyVF^rGliy. 
Das  Zeichen  ( —  \y  I  y  können  wir  wieder  ersetzen  durch  ( —  YfY  I  "  e, 
und  die  Gleichung 

APax  +  BPßy.  +  CPy„  =  0 
dividiren  durch  den  allen  Coefficienten  gemeinsamen  Factor 

—  ^U«9ßilr<Jy.9v^yrH.;. 
Dann  erhalten  wir: 

s  /(-  iyy\-fßYVF^vaaxpaA  =  o. 

Setzen  wir  nun  für  den  Augenblick 

Pfiy.Guy.    =    X,         PßyGßy.    =     Y,         PyyGyy    =    Z, 

so  besteht  zwischen  diesen  Grössen  eine  Gleichung 

c,x  +  c2r+c3z  =  o, 

deren  Coefficienten  nach  Formel  (a)  der  Bedingung  genügen : 

C|  +  c2  +  c:i  =  0. 
Es  ist  also 

c,(X  —  Z)  +  c2(Y  —  Z)  =  0. 

Wenn  wir  hier  den  Index  v  mit  ju.  vertauschen,  so  erhalten  wir  eine 
zweite  Relation: 
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c/(X       Z)  +  c2\Y-Z)  =  0, 

und  da  die  Determinante  der  Coefficienten  ctc2'  —  ','Y  offenbar  von 
Null  verschieden  ist,  so  folgt: 

x  =  r  =  z. 

Es  zeigt  sich  also,  dass  das  Product  PttXGax  einen  von  den  In-. 
dices  ct.   x  unabhängigen  Werth    hat.     Wir   können    demnach    setzen : 

(37)  P„  =  £  • 

Die  Bestimmung  der  21  Grössen  J'y/.  ist  dadurch  zurückgeführt  auf 
die  einer  einzigen,  von  den  Indices  unabhängigen  Grösse  1\  Diese  wird 
nun  sehr  leicht  dadurch  bestimmt,    dass  wir  in  irgend  einer  der  Glei- 

P        P 
chungen  (36),  z.  13.  der  letzten,  Pax  und  l\y  durch  (,        -^-  ersetzen. 

So  ergiebt  sich 

V  u 
gß  /   Jf,..,  -  ga  -§-  Ma,ßx  =  (-  iy\f  w    (]    „-, 

^ux  vß*  «x     yx  'v 

oder : 

TT      p 

(38)  (-  l)"\ß{gßGßxMßtttx  —  gaGaxMa,ßx)  =  ^-- 

Die  linke  Seite  dieses  Ausdrucks  können  wir  in  der  abgekürzten 
Form   schreiben : 

S  f(—  iyi"gaGaxMa,ßx}  , 

a,ß  l  '  J 

und  da  .!/,,>.  nach  (32)  und  (35)  gegeben  ist  durch  den  Ausdruck: 

Ma,ßx  =  S{{-  iy^g9far9fai9Ff9a;9H/FmfX, 

(1,1  \  ) 

so  erhalten  wir  folgende  Gleichung: 

(39)  S  sU-iy^+^^gagvfa9YfavxFßvGXrFailGxa\  =  ^r]{  .  ■ 

Hierdurch  ist  der  Factor  P  bestimmt. 

Auf  der  linken  Seite  steht  hier  eine  ganze  Function  von  x,  y,  z 
und  x  ,  y,  z,  die,  wie  die  Gleichung  zeigt  —  und  wie  auch  leicht  aus 
ihrer  Zusammensetzung  zu  erkennen  ist  —  von  dem  Index  /.  allein 
abhängt.  Diese  bezeichnen  wir  durch  Qx.  Es  ist  also  die  Function 
öz  definirt  durch  folgende  Gleichungen : 

(HX'QX  =  (—  \yß{gßGt  M  g  <■     -V 

Qx  =  S  S  /(-  ly  i  "+• !  *gmgrfm .  v  fariFß>G^  Fall  Gxa\ . 

I  ,.-. -;.,.i  (.  I 

von  denen  die  zweite  mit  der  ersten  gleichbedeutend  ist.  Ferner  führen 
wir  nicht  den  Factor  P  als  neue  Function  ein,  sondern  den  Quotienten 
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j, ,  welchen  wir  mit  J  bezeichnen.  Diese  Function  ist  dann,  der 
Formel  (39)  zufolge,  definirt  durch  die  Formel: 

■El 

und  es  beruhen  darauf,  dass  der  Werth  dieses  Quotienten  unabhängig 
von  dem  Index  x  ist,  wesentliche  Eigenschaften  der  sieben  kubischen 
Functionen  Qn  Q2  •  •  Q7.  —  Endlich  ist  der  gesuchte  Factor  Pay_  ge- 
geben durch  die  Gleichung: 

(42)  P"-7lb 

§  14. 

Setzen  wir  diesen  für  Pay  gefundenen  Ausdruck  in  die  Formel  (31) 
ein,  so  erhalten  wir  zunächst: 

Hier  multipliciren  wir  Zähler  und  Nenner  mit  Fy}  und  ersetzen  JFy 
durch  HyHy'Qy..     Dann  wird 

"«ß*--  Gu,ZyHyH.; 

Ferner  entwickeln  wir  den  Zähler  dieses  Ausdrucks  dadurch,  dass  wir 
für  Hy_  Qy  den  in  der  ersten  von  den  Gleichungen  (40)  angegebenen 
Werth  setzen,  und  gßfßay.Mßtax  für  M^ay.  einführen.  Dann  erhalten 
wir  für  die  Zähler  folgende  Darstellung: 

(-   i)«iPHpH9Fi»{gpGßxSß,aX   -9aGar.Ma,ß*) 

-f  gßfpttXBFxMßttty., 
oder: 

(RfßaxFx  +  (-  iy\ßHßHy.alixF^x)gßMßtttX 

-  (-  l)°\ßHßHxGaxFZxgttMa,ßX. 
Nun  ist  nach  Formel  (34): 

fß»*F,  +  (-  Yf\PFp,FL»  =  (-  i)a^FaxF^x. 
Multipliciren  wir  diese  mit  R,  und  setzen 

HßHxGßX  für  RFpx,    HaHxGax  für  RFcty, 
so  folgt: 

Rf.p,F.  -f-  (-  \y\?HßBxGßXF'ax  -  (-  \y\?HaHxGaxFß\. 
Dadurch    geht    der    für    den    Zähler     aufgestellte    Ausdruck    in    fol- 
genden über: 

(-  l)a^HxGax(gßHttF^Mß,ax  -  gaHßF^Ma,ßx). 


«'      IQ 
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Dieser  Ausdruck  ist  durch  H, ,  GaK  and  da  die  Grossen  M, -,u,  und 
Ma,[ix  den  Factor  ///  enthalten  durch  //,  theilbar.  Wir  erhalten 
also  wuyx  dargestellt  in  dieser  Form: 

(43)  0^=%^-, 

wo  Qx,a,*  eine  biquadratische  Function  ist,  die  durch  die  beiden  gleich- 
bedeutenden Formeln  defmirt  ist: 

Hx'Qx,aß  =  (-  l)°  ß(cfßH  1      M      ,  -  g   IL  1    .  M 
i=  S  S  \(—iyi*+*\"gl,ffrfltYVf,tiLJ      I      G   ,11   I 

a,  i  Li.  i  '  ' 

Die  Definition  des  Nenners  ist  durch  die  entsprechenden  Formeln  (40) 
gegeben. 

Wir  müssen  jetzt,   nach   diesen  formalen  Entwicklungen,    auf  die 

_  G.   G-.  G     G    j 

Eigenschaften    der    zur    Darstellung    der    Grössen    «,;„  =  - 
verwandten  Functionen  Q  genauer  eingehen. 

Qx  ist  eine  symmetrische  Function  der  beiden  Werthsysteme  {x,  y,  z) 
und  (x'}  y',  /).  Dies  geht  so  hervor.  "Wenn  man  in  dem  viergliedrigen 
Ausdruck  (40)  die  beiden  Indices  cc ,  ß  mit  tu,  v  vertauscht,  so  erhält 
man  genau  dasselbe,  wie  dann,  wenn  man  die  beiden  veränderlichen 
Werthsysteme  vertauscht.  Nun  ist  aber  Qx  von  dem  Index  x  allein 
abhängig,  behält  also  seinen  Werth,  wenn  die  übrigen  Indices  beliebig 
untereinander  vertauscht  werden.  Daraus  geht  hervor,  dass  Qz  auch 
dann  seinen  Werth  nicht  ändert,  wenn  u<  ,  y ,  z)  mit  (./.'.  y\  :'  ver- 
tauscht wird. 

Nun  ist  aaix  selbst  eine  symmetrische  Function  der  beiden  Systeme 
von  Variabein.  Denn  da  man  in  der  Gleichung  (30)  die  Indices  /".. 
fi,  v  vertauschen  kann,  so  hat  man  ein  System  von  drei  Gleichungen, 
mit  Hülfe  dessen  man  atci/.  rational  durch  die  Grössen  L,  welche 
symmetrische  Functionen  sind,  darstellen  kann*).  Folglich  muss  auch 
Qx,ay  eine  symmetrische  Function  sein.  —  Die  Grösse  J  dagegen  muss 
alternirend  sein,  da  Fx  eine  alternirende  Function  ist. 

Betrachten  wir  nun  diese  Functionen  als  abhängig  von  (x,  y 
allein,  so  ist  offenbar  Qx  dargestellt  durch  eine  homogene  kubische 
Form,  die  an  allen  Stellen  1,  2  •  ■  •  7,  mit  Ausnahme  der  Stelle  x 
verschwindet,  Qy,ai  dagegen  durch  eine  biquadratische  Form,  die  an 
allen  sieben  Stellen  ohne  Ausnahme  verschwindet .  und  zwar  au  den 
Stellen  cc,  ß  von  der  zweiten,  an  den  übrigen  von  der  ersten  Ordnung. 


*)  Durch  diese  Elimination  kommt  man  genau  zu  derselben  Darstellungsform 
der  Grössen  eo.  Aber  für  die  weiterhin  wichtige  Formel  (41)  wüsste  ich  auf  diesem 
Wege  keinen  Beweis  anzugeben. 

Schotiky,   Abel'sche  Fuuot.  6 
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Die  Curve  L  —  0  wird  nun  von  der  Curve  Qx  =  0,  ausser  in  den 
sechs  von  x  verschiedenen  Doppelpunkten,  noch  in  18  —  2-6  =  6 
andern  Punkten  geschnitten.     Aus  der  Gleichung  (41)  folgt : 

**«        ~  '     Fa       ' 
oder: 

HXHXQXF,  =  H,H,'Q,FX. 

Fx  =  0  ist  die  Gleichung  einer  Graden ,  welche  durch  den  Doppel- 
punkt x  und  den  willkürlichen  Punkt  x,  y\  z  gelegt  ist.  Diese  schneidet 
die  Curve  sechster  Ordnung  noch  in  drei  andern  Punkten,  die  wir  mit 
xi }  x2>  x3  bezeichnen  wollen.  Ist  nun  Fx  —  0,  so  muss  auch  die  linke 
Seite  dieser  Gleichung  verschwinden,  und  da  offenbar  weder  die  Linie 
Sx  =  0,  noch  Fi  =  0  durch  die  drei  Punkte  xx ,  x2,  x3  hindurchgeht, 
so  muss  in  denselben  Qx  =  0  werden. 

Es  muss  aber  Qx  noch  in  drei  andern  Punkten  verschwinden.  Der 
aufgestellten  Gleichung  zufolge  muss  alsdann  mit  Qx  zugleich  einer  der 
Factoren  der  rechten  Seite  .ff;.,  Qx,  Fx  verschwinden.  Nun  verschwindet 
die  Function  H).  nur  in  den  Doppelpunkten,  Fx  nur  im  Doppelpunkte  x, 
dem  Punkte  x,  y,  z  (in  welchem  Qx  offenbar  einen  von  Null  ver- 
schiedenen Werth  hat)  und  den  schon  erwähnten  drei  Punkten  xlf  x2,  x3. 
Folglich  muss  in  den  neuen  drei  Punkten  Qi  verschwinden.  Hieraus 
geht  hervor,  dass  diese  drei  Punkte,  die  wir  durch  (I),  (II),  (III)  be- 
zeichnen wollen,  allen  sieben  Curven  Qx  =  0  gemeinschaftlich  sind. 
Die  wesentlichen  Eigenschaften  der  Functionen  Qx  sind  also  in  folgen- 
dem geometrischen  Satze  ausgesprochen : 

Nimmt  man  auf  der  Curve  sechster  Ordnung  L  =  0  einen  Punkt 
willkürlich  an,  und  legt  durch  diesen  und  einen  Doppelpunkt  x  eine 
grade  Linie  Fx  =  0,  so  schneidet  diese  die  Curve  L  =  0  in  drei 
ferneren  Punkten  xl ,  x2l  x.A.  Legt  mau  nun  durch  diese  drei  Punkte 
und  die  von  x  verschiedenen  Doppelpunkte  eine  Curve  dritter  Ordnung 
Q*  =  0,  so  trifft  diese  die  Curve  L  =  0  wiederum  in  drei  ferneren 
Punkten.  Diese  sind  unabhängig  davon,  welchen  der  sieben  Doppel- 
punkte x  man  gewählt  hat,  also  allen  sieben  Curven  Qx  =  0,  die 
man  construiren  kann,  nachdem  der  willkürliche  Punkt  flxirt  ist,  ge- 
meinsam. 

Die  Nullpunkte  der  Function  Qy  sind  also  folgende:  Erstens  die 
sechs  von  x  verschiedenen  Doppelpunkte;  zweitens  die  Punkte  xv  xvx3) 
in  denen  Fx  verschwindet;  drittens  die  von  dem  Index  x  unabhängigen 
Punkte  (I),  (II),  (III).  Es  lässt  sich  nun  zeigen,  dass  in  den  drei 
Punkten  x,,  x2}  x^  nicht  nur  der  Nenner,  sondern  auch  der  Zähler 
des  für  axai  aufgestellten  Ausdrucks  verschwindet.  In  diesen  Punkten 
ist  nämlich 

Qx  =  0,     Fx  =  (j. 
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Die  letztere  Bedingung  lässt  sich,  der  Formel  (34    zufolge,  so  schreiben: 

FaxFß'x  -  Ff.Fi,  —  0, 
oder : 

F«'x  =  pFax,     FßX  =  pFfix. 

Srt/.t  liiaii  dies  in  die  erste  der  Gleichungen  (44)  ein,  so  erhält  man: 

Hx'Qx,tt(i  =  {—  l)a\ßp(gßHaFfixMßtax  -  <jjl :l   ,M    1x), 
oder,   wenn  man  diese  Gleichung  mit  Ji  multiplicirt  und   RFßX  durch 
HpHxGpy.,  RF«x  durch  HaHxGttX  ersetzt: 

BHx'Qx,aß  =  (— l)*WpHaHßHx(gßGßX~MßittX  —  gaGaxMa,ßX). 
Dies  ist  aber  zufolge  (40)  gleich 

PHttHßHxüx. 
Da  nun  Qx  =  0  ist,  so  muss  auch  Q*,«^  =  0  sein.  Die  Function 
vierter  Ordnung  ß/|K^  hat  im  Ganzen  4  .  6  =  24  Nullpunkte,  und  zwar 
verschwindet  sie  an  fünf  Doppelpunkten  von  der  ersten,  an  den  beiden 
übrigen  von  der  zweiten  Ordnung.  Danach  bleiben  noch  sechs  Null- 
punkte übrig;  von  diesen  sind  drei  bekannt,  nämlich  xu  x.2,  x3;  ausser- 
dem müssen  noch  drei  existiren. 

Bilden  wir  jetzt  den  Quotienten  der  beiden  Grössen 


&upx  = 

GaGßGxGap* 
Co 

so  erhalten  wir: 

<Pa,i  = 

GuGpGaJ, 

Gaßa0 

'  QxFaßFa(i 

Dies  ist  der  Quotient  zweier  homogenen  Functionen  vierter  Ordnung 
von  x,  y,  0,  also  eine  rationale  Function  der  Verhältnisse  dieser  Grössen. 
Der  Nenner  verschwindet  hier  in  den  Punkten  a,  ß,  y,  A,  p,  v,  und 
zwar  in  den  Punkten  a,  ß  von  der  zweiten  Ordnung;  ferner  in  dem 
Punktepaare  (a/3)  und  den  sechs  Punkten  xu  x2l  x.s\  I,  II,  III.  Der 
Zähler  dagegen  verschwindet  in  den  Doppelpunkten  a,  ß,  y,  A,  tu,  v,  x, 
und  zwar  ebenfalls  in  den  Punkten  a,  ß  von  der  zweiten  Ordnung; 
ausserdem  in  den  drei  Punkten  xv  x2,  x3  und  in  drei  ferneren  Punkten. 
Der  Quotient  wird  daher  nur  in  fünf  Punkten  unendlich,  und  zwar 
nur  von  der  ersten  Ordnung;  nämlich  in  den  Punkten  T,  II,  III  und 
dem  Punktepaare  a/3;  und  er  verschwindet  in  dem  Doppelpunkte  x  und 
drei  andern  Punkten. 

Nun  hat  der  Quotient  — -  für  sich  die  Eigenschaft,  dass  er  nur  un- 

Gati 

endlich  wird  in   dem  Punktepaare  (ccß)  und  nur  verschwindet  in  dem 
Doppelpunkte  x ;    wenn   wir   also  die  Formel  durch  diesen  Quotienten 

dividiren ,    so   erkennen   wir,    dass    der  Quotient  -^-  folgende  Eigen- 
schaffen  hat: 
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Erstens.  Er  ist  eine  irrationale  Function  der  Verhältnisse  von 
x,  y,  z,  die  sich  aber  an  jeder  Stelle  verhält  wie  eine  rationale,  und 
nur  an  drei  Stellen,  nämlich  den  Punkten  I,  II,  III,  von  der  ersten 
Ordnung  unendlich  wird,  und  an  eben  so  vielen  verschwindet. 

Zweitens.     Das  Product  dieses  Quotienten  mit 

°x        /Hx    Yw* 

ist  eine  rationale  Function. 

Durch   diese    beiden   Bedingungen    ist    der  Quotient  -^   bis   auf 

einen  von  (x}  y,  z)  unabhängigen  Factor,  oder,  wenn  wir  hinzunehmen, 
dass  der  Ausdruck  in  Bezug  auf  beide  Werthsysteme  symmetrisch  ge- 
bildet sein  muss,  bis  auf  eineu  constanten  Factor  bestimmt.  Wir 
wollen,  um  die  Art  der  Irrationalität  der  (»-Quotienten  kurz  bezeichnen 
zu  können,  einen  besonderen  Begriff  einführen.  Es  sei  m  irgend  ein 
von  0  verschiedener  Index,  und  m  —  ab  irgend  eine  der  sechs  Zer- 
legungen  desselben  in   zwei  ungrade  Indices.     Wir  nennen  dann  den 

i/TT 
Quotienten  - — -  einen  zum  Index  m  gehörigen  irrationalen  Factor,  und 

YHb 

bezeichnen  einen  solchen  allgemein  durch  r)m.    Ferner  sagen  wir:  eine 

Function  der  Verhältnisse  von  x}  y,  z  sei   mit  dem  irrationalen  Factor 

r\m  behaftet,   wenn  sie  sich  darstellen  lässt  als  das  Product  von  v\m  in 

eine  rationale  Function.    Bei  dieser  Fassung  des  Begriffs  der  behafteten 

Functionen  ist  es  offenbar  gleichgültig,  welchen  von  den  verschiedenen 

i/  fi 
Quotienten  ——^y  bei  denen  ab  =  m  ist,  man  für  nm  nimmt,  da  nach 

Yu» 

§  9  das  Product  und  der  Quotient  zweier  verschiedener  dieser  Grössen 
eine  rationale  Function  ist.  Ferner  gilt  für  diese  Functionen  offenbar 
der  Satz: 

Das  Product  zweier  Functionen,  von  denen  die  eine  mit  dem 
Factor  rjm,  die  andere  mit  dem  Factor  t}n  behaftet  ist,  ist  eine  mit 
dem  Factor  r}mn  behaftete  Function.  Hierbei  ist  unter  dem  Factor  rj0 
1  zu  verstehen,  also  unter  einer  mit  dem  Factor  rj0  behafteten  eine 
rationale  Function. 

Wir    können   jetzt    sagen:    Der  Quotient    x ',u  ist    eine   mit  dem 

Factor  rjy.xh  behaftete  Function  von  x,  y,  2,  die  nur  an  den  Stellen 
I,  II,  III,  und  zwar  von  der  ersten  Ordnung  verschwindet.  Diese  drei 
Stellen  sind  definirt  als  die  gemeinsamen  Nullpunkte  der  sieben 
Functionen  ßx. 
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§  15. 

Es  bleibt  jetzt  noch  der  Quotient?  einer  graden  und  einer  un- 
graden  ^-Function  zu  bestimmen,  und  zwar  genügt  es  nach  dem  Vorher- 
gegangenen, einen  einzigen  dieser  Quotienten,  z.  B.  l,  zu  kennen. 
Wir  wissen,  dass  eine  lineare  Gleichung  besteht  zwischen  den  Producta: : 

ÖaXGccfii       Gß/LÖßfi}       Gy/.Gyft>       Gxl  Gx/.t  ■ 

Vermehrt  man  in  dieser  Gleichung  die  Argumente  um  dasjenige  halbe 
Periodensystem,  welches  zu  dem  Index  x  gehört,  so  erhält  man  eine 
lineare  Gleichung  zwischen 

Ö"u  y  X  <>,<  ■/.  «  i       &  (ix  >.  Gß  y  u  ,    <> ,  y  /.  a,  y ,«    Und    G}_  6„  . 

Dividirt   man    diese   durch  <702,   so   ist         -  eine   mit  dem  Factor  >?„x;. , 

—  eine  mit  dem  Factor  >>,<>,„  behaftete  Function:   beide  werden  nur 

unendlich  an  den  Stellen  I,  II,  III,  und  zwar  von  der  ersten  Ordnung. 
Das  Product  beider  ist  also  eine  mit  dem  Factor  rixn  behaftete  Function, 
welche  nur  an  diesen  drei  Stellen,  und  zwar  von  der  zweiten  Ordnung 
unendlich   wird.      Dasselbe   gilt   von    den    beiden    folgenden   Gliedern. 

ff;  ff( 

Nun  wird   durch  die  aufgestellte  Gleichung    — £  dargestellt   durch  ein 

ax  G 
lineares  Aggregat  dieser  drei  Grössen;  also  erhalten  wir  — ^  dargestellt 

Go 

durch   eine   mit  dem  Factor  f]iM  behaftete  Function  Qxft,    die   nur  au 
den  Stellen  I,  II,  III,  und  zwar  von  der  zweiten  Ordnung  unendlich  wird. 
Da  die  Function  Qxft  mit   dem  Factor  rjif,  behaftet  ist,    so  muss 
das  Product 

eine  rationale  Function  sein.    Diese  könnte,  ausser  den  Stellen  I,  II,  III, 

ff-  ff 

nur    im    Doppelpunkte   tu    unendlich    werden.     Da    aber    Qi^  =    -  2" . 

2  °" 

ff,  6- 

Qin  also  gleich  — ^   und   mithin  von   dem  Index  tu   unabhängig    ist, 

so  kann  dieser  Ausdruck  im  Punkte  fi  nicht  unendlich  werden.  Daraus 
folgt,  dass  in  diesem  Doppelpunkte  die  Function  QiM  verschwinden  muss. 
Ebenso  folgt,  dass  im  Doppelpunkte  A  der  Werth  von  Qy  „  gleich  Null 

a-a 
ist.  —  Da  nun  die  Function  — ^  =  Qip  eine  mit  dem  Factor  //;.„  be- 

haftete  Function  ist,  welche  in  den  Doppelpunkten  A,  p  verschwindet 
i  und  nur  an  den  Stellen  I,  II,  III  unendlich  wird,  so  muss  das  Product 

ff;  ff;2 

Qxf,  =  — j  eine  rationale  Function  sein,  die  an  den  Stellen  I,  II,  III 


»x  n  y  ^x  y  ^x    n 
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von  der  zweiten  Ordnung  unendlich  wird,  und  im  Doppelpunkte  X 
von  der  zweiten  Ordnung  verschwindet.  Hierdurch  ist  dieser  Quotient 
bis  auf  einen  von  x,y,z  unabhängigen  Factor  bestimmt;  denn  wenn 
zwei  Ausdrücke  existirten ,  welche  diese  Eigenschaften  besitzen ,  so 
wäre  ihr  Quotient  eine  rationale  Function  von  nicht  höherem  als  dem 
zweiten  Grade,  und  man  weiss,  dass  eine  solche  Function  nicht  exi- 
stiren  kann. 

Es  ist  nun  leicht,   eine  Function  zu  bilden,    welche  diese  Eigen- 
schaften wirklich  besitzt.    Bilden  wir  nämlich  zunächst  den  Quotienten 

FXGccX 


welcher  im  Zähler  und  Nenner  von  der  dritten  Dimension  ist,  so 
werden  Zähler  und  Nenner  gleichzeitig  Null  an  den  fünf  von  a  und  X 
verschiedenen  Doppelpunkten,  und  an  den  Puukten  A, ,  X2}  A3,  in 
welchen  Fi  und  Q;.  verschwinden.  Der  Quotient  ist  daher  eine  ratio- 
nale Function  fünften  Grades,  welche  unendlich  wird  an  den  Stellen 
I,  II,  III  und  dem  Doppelpunkte  a,  und  welche  verschwindet  im 
Punkte  x ,  y\  z  und  im  Doppelpunkte  X  (wo  Fi  =  0  ist),  und  ausser- 
dem in  dem  Punktepaare  aX  (wo  Gai  =  0  ist).    Multipliciren  wir  diese 

Function  jetzt  mit  dem  irrationalen  Factor  rji  =       -1  ,  so  fallen  von 

VHal 

den  Nullpunkten  des  Nenners  der  Doppelpunkt  a,  von  denen  des  Zählers 
das  Punktepaar  aX  fort,  und  wir  erhalten  eine  mit  dem  Factor  r\i  be- 
haftete Function 

welche  nur  in  den  Punkten  I,  II,  III,  und  zwar  von  der  ersten  Ordnung, 
unendlich  wird,  und  welche  verschwindet  in  dem  Doppelpunkte  X  und 
dem  Punkte  x,  y ,  z.  Das  Quadrat  dieser  Function  muss  nun  bis  auf  einen 

von  x,  ii,  z  unabhängigen  Factor   mit  — -„  ,  sie  selbst  also  mit  —  -  über- 
'  *  °  °  a0*  ffn 

einstimmen.     Wir  erhalten  demnach 

'l    =  c  FX  GaxV^a 
ff»    _       C        »i  VRaX     ' 

wo  c  einen  von  xyz  unabhängigen  Factor  bedeutet.  Offenbar  muss 
der  Ausdruck  von      "   in  Bezug  auf  (x,  y,  z)  in  derselben  Weise  ge- 


6 

bildet  sein;  wir  können  deshalb  setzen 


aJ        l5  G*iG«'-l'  U"l/]E[i 

a0  ==  k  qz  ■"  yna//yir 
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wo  jetzt  /.'  eine   von  x\  //,   :  and  x\  y,  ,:'  unabhängige  Constante  be- 
deutet.    Nun  ist 


G-axGaX  =  %aX, 

mithin: 


6X  1    FX     t„Xa,< 


I:    Q,        a. 


Ferner  ist 


K 

,at.  ~ 

~  ff«ff;.'                  ßai    '  ~  Gxy 

daher: 

GX    __   1    FX    j3 
tf0              k     Q;      G^  ' 

oder: 

Es  ist  aber: 

"ET 

tfr 

=  HxHx,    HxSx'Qx  =  «72';; 

folglich : 

(45) 

Aus   dieser  Formel  geht  hervor,   dass   die  Constante  Je  auch   von 

den  Indices  unabhängig  ist. 

Gx 
Wir  wollen  der  Gleichung,   welche  — -  bestimmt,  noch  eine  andere 

°» 

Form  geben.     Aus  (25)  geht  nämlich  hervor,  dass 

YK_  Z£    G^V^  =  rg_ 
VH«*      V*x      YHäx       YHx 

ist.     Mithin  erhalten  wir: 

°i        i  Fx     yxyx 


(46) 


*  ^VHx]/Hi 


§  16. 
Wir  haben  im  Vorhergehenden  gesehen,  dass  die  blosse  Kenntniss 
von  der  Existenz  einer  bestimmten  Art  von  tf-Gleichungen  genügt,  um 
den  Quotienten  einer  graden  und  einer  ungraden  (^-Function  bis  auf 
einen  constanten  Factor  Je  zu  bestimmen.  Soll  aber  der  Werth  dieses 
Factors  angegeben  werden,  so  muss  diese,  oder  eine  äquivalente  Glei- 
chung, wirklich  aufgestellt,  und  mit  ihr  die  uothwendigen  Reductionen 
vorgenommen  werden.  Es  ist  von  vornherein  einzusehen,  dass  auf 
diese  Weise  nicht  /,  selbst,  sondern  nur  das  Quadrat  dieser  Grösse  be- 
stimmt werden  kann,  so  dass  das  Vorzeichen  von  Je  unbestimmt  bleibt. 
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Diese  Unbestimmtheit  liegt  in  der  Natur  der  Sache;  denn  da  Fi  eine 
alternirende,  Q;  dagegen  eine  symmetrische  Function  der  beiden  Werth- 
systeme  (x,  y,  z)  und  (x,  y,  z)  ist,  so  zeigt  die  Formel  (46),  dass  auch 

Gi 
-  eine  alternirende  Function  dieser  beiden  Werthsysteme  (und  der  zu 

Go 

ihnen  gehörigen  Wurzelgrössen)  ist.  Deshalb  wird,  je  nachdem  wir 
das  eine  oder  das  andere  Werthsystem  bevorzugen,  auch  das  Vorzeichen 
von  h  den  einen  oder  den  anderen  Werth  erhalten.  Wir  wollen  die 
zur  Bestimmung  von  Je2  nothwendige  Rechnung  nur  in  ihren  Grund- 
zügen angeben,  da  diese  Untersuchung  für  das  weiterhin  Folgende 
ohne  Einfluss  ist. 

Wir  erhalten  aus   der  Fundamental-Gleichung  (1),   dadurch,   dass 
wir  k  =  xd,  l  =  Äpd ,  m  =  (id  setzen,  folgende  Theta-Relation : 

S    j(_  iyr\" Cßr^cuiließY»QaSn\  =  (—  1}" ' * C^i^Q^Ql. 

«,ß,Y   '  ' 

Daraus  folgt,    wenn  wir  die  Grössen  6  einführen   und  die  Coeffi- 
cienten  umformen : 


aJ,Y  '  ' 


;ß,; 
wo  der  Kürze  wegen: 

(A)  K  Kr  <|  | 

gesetzt  ist.     Hieraus  folgt: 

S   {(_  iy/1«  l\iY,fi<ry,coiryiol(öy\={-  lY[*K79«9n  %%**' 

a,ß,y  <  '  c° 

Wenn  wir  diese  Formel  mit  Qx-  multipliciren ,  so  erhalten  wir: 

(B)  S     \(—lY*l**falfod&*ßyQ»,ai\ 
<x,ß,Y  '  ' 

Wir  haben  nun   in  dem  Ausdruck  auf  der  linken  Seite,   den   wir  mit 
Q  bezeichnen  wollen,  für  die  Grössen  Q  ihre  Werthe  nach  Formel  (44) : 

Hx'Q^y  =  (-  iy\?{gßHyFß^Mß,yr.  -  grHpF;nEr,ß.), 

Hx'Qy,ad  =  (-  \.y\«(gaHdF**Maiä»  -  <j()HttFöxMd,uy) 

einzusetzen.     Da  die  Grössen  M  lineare  Functionen   von  x,  ij,  z  sind, 
so  nimmt  hierdurch  die  Summe  folgende  Form  an: 

Q  =  QnßHaltp  -f-  QayHaHy  -f-  QaöHuH,)  -f-  QßVHpHY 

oder  kürzer: 

(C)  '  Q=    S    \QapHaHß\, 
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wo  die  Coefficienteu  Qai  quadratische  Functionen  von  x,  y,  z  sind,  die 
zunächst  durch  folgende  Gleichung  delinirt  werden: 

(HJlJQaß=(-  iy^ad^\ß+i\agYgifßrXfttnF;xFix'MrtttxM^ax 

Die  lineare  Function  MY^K  ist  nach  §   10  durch  folgende  Formel 
delinirt: 

MYifix  =  S  j(—  iyi« gtfirifirilF;ßGinHu' Fay\ . 

Wir  führen  nun  zur  Abkürzung,  indem  wir  die  Indices  /.,  /.,  u  als  fest, 
r,  ß,  y,  d  dagegen  als  unter  einander  vertauschbar  annehmen,  folgende 
Bezeichnungen  ein : 

9[i9dFay    -r"    (■    f1  ' 

7 J -fßd  krpxkrdx  =  Pay  , 

'  ay).  I ay  u 

fa ß  /.  fa  y ifaA  '■  fß  y  ''■  fpdlf  y  d  /.  =  C. 

Alsdann  ist: 

W  -i         IV»  la[^Y±l"YH  Idyltdy/j.  H  v 

M^px  —  (—  I)    I     —  .  —PiyJi 

yß^/ix 
daher: 

Q«t=CgVf*f)^GFGF6*\     ]  'y"'W^,(fV.-  Prä  1 

I  a$t.JaJßyja*yj  ßx  \ 

+  (-l)Y«lß3fßYtlfadtl(Pßi      pyi     paä     -prd)}. 

Der  Ausdruck  in  der  Klammer  lässt  sich  mit  Hülfe  der  Parameter- 
gleichung 

«,ßY  ' 

umformen  in  folgenden: 

(-!)■""[-    8   \{-iyr\'*fprßfmißPfirPmA 

L        ",ß,y  f  » 

+  Pr*   S   h-lYrl°'fßY/lfasll(pßy+pa3)\\. 

Nun   ist,   wenn   wir  für  die  Grössen  p  ihre  Werthe  wieder  einführen, 

CS    {(-   ly^^f^fai^PßYPad) 

^9«9ß9v9sG'a«Grß*Gry*Gi*  *    \      1  '■  l"Afyaxh,nfa^/]^F^Flt6F^F:A 

Dies  ist  aber,  der  Formel  (7,  K    des  §  4  zufolge  : 

=  9a9ß9r<Ji  Ga*Gß*Gr*Gt*9*29tL2%*ii  • 
Ferner  ist: 
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c    S    U-lYrffpritf.iß{pPr+P*i)] 

a,ß,y   [  '  i 

"i  ß>  Y,  <J  l  > 

«,ß,Y,d  l  >ßY*  > 

Diese   lineare  Function  von  x,  y,  z,  welche  in  Bezug  auf  die  Indices 

cc,  ß,  y,  d  symmetrisch  ist,  bezeichnen  wir  durch  F  (x,  y,  z).    Endlich 
ist,  da  wir 

FyS  durch  R^pl 

ersetzen  können: 

9a9ßHyHdGyd  f?>   r>   r> 

Py<5  =   ~f 7 5 -CaßGay.lxßy.' 

h6VYäixU 

Dadurch  erhalten  wir  Qap  in  folgender  Form  dargestellt: 

'aßX 

+  (-  iy***'gr 9ö  i± f^f;,fixgys  ^  F(x,y,z). 

>aßl  M 

Bilden  wir  jetzt  die  Summe  Q=  E{QaßH,tE.ß)}  so  ergiebt  sich: 

H 


Q  =  ~  9? 9t? %*v B.  (x,  y,  z)  +  H*Hß*rH'  F (x,  y,  z)  G  (*,  y,  z) , 


wo: 


F(x,y,z)  =  c     S     U-\Yri°'^gagtGa*GUa*,*F;,}, 

a,ß,Y,d   <•  IßYl  ' 

G(x,y,z)=     S     U-iyWgrgiFiaFjMfr,pGvi%£-)t 

a,ß,y,6    V  'aß).  ) 

H  (x,  y}  z)  -      8     {(-  iyß  1  ri  ÜÄ?l*i  fo^H^H^} 

a,ß,Y,d  [  *aßX  J 

ist.  Alle  drei  Ausdrücke  sind  sechsgliedrige  Summen,  und  zwar  aus 
einem  Gliede  symmetrisch  gebildet  durch  Vertauschung  der  Indices 
cc,  ß}  y ,  d.  Die  beiden  ersten  lassen  sich  auf  bekannte  Functionen 
zurückführen,  nämlich 

F(x,y,z)  auf  ''ffi*  Bh,mß, 

G(x,y,z)  auf  ^ÄiÖ,,,. 

Die  Richtigkeit  dieser  Umformungen  wird  am  einfachsten  dadurch 
erkannt,  dass  man  die  Identität  für  eine  genügende  Anzahl  specieller 
Werthsysteme  nachweist.  —  Dies  angenommen ,  wird  der  Ausdruck 
von  Q  folgender: 
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Q. »,»*•  x,,  H  o, ,,,  ,)  +  ■'•*££''  E*&»>  (3i„,r. 

Nun  können  wir 

FXft  durch  E^^y\ 
HxHuHnHf.RU,  jf 

'  V~-  dur(:h  #,. 

GXflG^  durch  x*,u 
ersetzen.     Dann  ergiebt  sich: 

fl-i:it*»(-*(%ft«)  +  3ä$)- 

Es  ist  jetzt  das  Quadrat  der  linearen  Function 

m,*,=  S  j(-  iyi-^/>ya/>«j;^GV',Jr,'JF,.aj 

zu  bilden.  Haben  wir  irgend  eine  im  Punkte  A  verschwindende  lineare 
Function  von  x,  y,  z,  welche  auf  die  Form  aFa}_  -f-  bF-a.  gebracht  ist, 
so  lässt  sich  ihr  Quadrat  in  der  Form  AF^  +  BF*  +  CF*,  dar- 
stellen.    Da 

S    {(_  \yr\'fprlFml\  =0 
ist,  so  ist 

daher  muss 

2 ab  =  —  2  (—  1)«/*  I  y  f-EyJ:kr±  Q 

sein.  Demgemäss  muss,  wenn  wir  den  Ausdruck  (J//,x,u)2  auf  die 
Form  AF'l?  +  BF*?.  +  C-F^  bringen,  der  Coefficient  von  F*x 

C  -=  (-  1)«/» '  rgagßfafizfaszfßSiFj;,,  F^G^Gß^H^ 
sein.     Demnach  erhalten  wir 

!  «_,.)*_  s  !(-  i).<iirfcV^J  ''-  ■■...■■  .  »/  ■'  '': 0!} . 

TT       TT      TT 

Nun  ist  Fy»  =  T  p  — •  Setzen  wir  dies  ein,  so  erhalteu  wir  den 
Quotienten 

cH;Hyii,;  =  H  C^y»*) 

dargestellt  in  der  Form  einer  Function  zweiter  Ordnung  der  Grössen 
5,  i/,   II: 

Wir    u   «,-        s     !i        1  !~  ''  UH  H  ■!• 


92  Abriss  einer  Theorie  der  Abel'schen  Functionen  dreier  Variabein. 

Um  die  Form  dieser  Function  mit  der  von  H(x,y,z)  in  Ueberein- 
stimmung  zu  bringen,  drücken  wir  HYi  als  lineare  Function  voni/j, 
Ha,  Hi}  Hax  als  Function  von  Ha,  H?,  HY,  H^.  durch  Hj,  HY,  Ha 
aus.     Dann  nimmt  H'  (x,y,z)  diese  Form  an: 

H'  (x,  y,z)  =     S    (hatiHaH ), 

wo  der  sechsgliedrige  Summen-Ausdruck  auf  der  rechten  Seite  noth- 
wendig  in  Bezug  auf  die  Indices  a,  ß,  y,  ö  symmetrisch  gebildet  sein 
muss.  Nun  kann  das  Glied  hYdHYH$  nur  aus  HYHYi  hervorgehen; 
und  zwar  muss  der  Coefficient  hYi  gleich  dem  Producte  des  Coefficienk'ii 
von  HY  HY ;.  in  H'  (x,y,z)  mit  dem  Coefficienten  ct  in  der  linearen 
Function  HYx  =  cx  Hd  -\-  c2  Ha  -f-  c3  H  i  sein.  Es  ist  aber  nach  (21) 
dieser  Coefficient 

Cl  =(—   1)a/"d '  9«9ßfayxfßYxfa[txf«pM 

daher  ist 

h    .  _  c_  1  \aß  l  yd  9a  9ii  f"? xfa?*  f« ,' e F«n  F^  G'a *  g.' *  "' 

i>>y  ö  \  )  f  Xf  ' 

Mithin  erhalten  wir: 

Q  =  9\9\%*ii  (-H'  (*i  V>  *)  —  H  (x,  y,  z)), 
H'  (x,  y,  z) 


(    _  1V»Ä|rd  ^  9dfydv.fyöxfydn  Fyft  Fdy  Gyx  GdxHx'HaHß  \ 


-    *    I 

H(x,  y,z)=     S     ff-  lfr\r*  ^fy^^Fi»Il»3' GL**«?A  . 

Wenn  wir  nun  die  Differenz  bilden ,  so  ist 

f        V     TP' '     T-f  '  TT  '  TT  ' 

I y 6 x_yji~djt_     x    _       ,•         i"     r^r     y       *  ( r         jp>     /■'  r         /."     / 

j^T~'  lY<5fl      y  x-*-  ö  x  —         t>'        \/  y  d  x  -*-  d  /i  ^y ,«  / y <J  fi  •*•  3 x  Wy  x)  j 

da  KF.;U  =  H.,'Hf('G;tl,   R FYK  =  HY  Hx' G:,y.  ist.     Nach   Formel  (9) 
des  §  5  ist  aber 

TT     '    TT     >  11     '    IT     '    TT     ' 

-L^L  (fydy.Fs-lGYI,  —  f-ö»  I-'dxG-yx)  =  (—  1)* ' " "9*9ß9yUßX        R 

Folglich  erhalten  wir: 

II'  (x,y}  z)  —  H(x,y,  : 

n        a,ß,y,6  \  ' 

oder,  wenn  wir 

GryxGrdx   durch 

ersetzen : 

#'  (x,V,z)  —  S(x,y,z) 

UxiTu^x   a.fi.y.6  l  J 


B'2FyxFdx 

1    HY'Hd'Hx'i 


IxlJu^x    a,fi,y, 
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Den  »Summen- Ausdruck,  welcher  hier  als  Factor  der  rechten  Seite  der 
Gleichung  auftritt,  betrachten  wir  als  abhängig  von  x  ,  y ,  z  uud  be- 
zeichnen ihn  durch  <jp  (x't  y ,  z).  Diese  Grösse  ist  dann  eine  quadra- 
tische Function,  die  im  Punkte  x  von  der  zweiten  Ordnung  verschwindet. 
Setzen  wir  (x,  y'}  z)  =  (at< ,  b  ,  cu) ,  so  reducirt  sich  die  Summe  auf 
folgende : 

<P  (aa,  bat  c«)  =  Ha  S  {(—  Vfli'gygsfytifydfifrxafdxaHfTi 

Dies  ist  aber,  der  Gleichung  (21)  zufolge,  nichts  anderes  als  HaHuX, 
uud  da 


KFL 


■"■<*  J-Lax  

iebt  sich: 

zx 

<P  (««,  ba,  Ca) 

BFax 

Hx 

'  x    y    z 

x    y 

z 

(—    \)a^.Fax=   ;    aa    K   Ca 

F  = 

x    y 

z 

«*  bx  cx 

ax  bt 

C} 

Xun  ist 


es  ist  also  ( —  l)a\*Fax  der  Werth,  den  die  Function  Fx  annimmt, 
wenn  (x'}  y ',  z)  =  (aa,  ba,  ca)  gesetzt  wird.  Daraus  folgt,  dass  im 
Punkte  a 

,     .         RFl 

ist.  Diese  Gleichung  muss  nun  identisch,  für  alle  Werthe  von  (x,  y,  z) 
gelten.  Denn  da  sie  besteht  für  den  Punkt  a,  so  muss  sie,  der  Sym- 
metrie wegen,  auch  für  die  Punkte  ß,  y,  d  gelten;  ferner  wird  sowohl 
(p  (x'}  y,  z),  als  auch  Fx  im  Punkte  k  von  der  zweiten  Ordnung  Null; 
und  da  beide  Seiten  dieser  Gleichung  homogene  quadratische  Functionen 
von  x,  y,  z   sind,  so  muss  sie  eine  Identität  sein.     Wir  erhalten  also: 

H'  (x,  y,  z)  -H{x,  y,  z)  -  (-  l)*l"  -~§-^, 

und  somit: 

HBF; 
Q  =  (—  l)x  '  "99xg,,X*M    n  h  '' 

llX        X 

Hiermit  ist  die  Reduction  der  linken  Seite  der  Gleichung  (B)  vollendet, 
und  es  ergiebt  sich  der  Werth  des  Verhältnisses: 


£  =  -</• 

Daraus  folgt,  nach  (A): 

(47) 

7.2 **  9 

h    ~~         tf  f* 
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§  17. 
Es  bleibt  nun  noch  übrig,  die  Arguniente  u,  it',  u"  selbst  als 
Functionen  der  beiden  Werthsysteme  (x,  y,  z)  und  (x'}  y',  s)  darzu- 
stellen. Dadurch  wird  dann  auch,  mittelbar,  die  Beziehung  festgestellt, 
in  welche  die  Argumente  zu  einander  durch  die  im  §  5  willkürlich 
angenommene  Gleichung  zwischen  den  Grössen  L  gesetzt  sind.  Wir 
gehen  von  einer  Differentialgleichung  aus,  die  wir  aus  dem  Additions- 
theorem ableiten. 

Wir  setzen  in  dem  allgemeinen  Additionstheorem  (Gleichung  (39) 
des  ersten.  Theils)  die  Grössen  v  und  w  einander  gleich,  und  fuhren 
das  Doppelte  dieser  Grössen  ein,  also 

v  =  w  =  \a,    v  —  w  —  \d ',    v"  =  w"  —  \  a"\ 
ferner  ersetzen  wir 

u  durch  u  -j-  ^a,  u   durch  u  -f-  -\d,  u"  durch  u"  -\-  ^a". 
Dann  geht  diese  Gleichung  über  in  folgende: 

co0(«  •  •  -)kiB(u  +  a  •  •  ')k,nQ(u  •  •  -)im 

7 

Jetzt  geben  wir  den  Indices  Je,  l,  m  bestimmte  Werthe,  nämlich 
/,•  den  Werth  0,  l  den  Werth  x  und  m  den  Werth  xA/ti.    Dann  folgt: 

c0O(a  •  •  -)y.Q(u  -f-  a  •  •  -)**,«0(w  •  ■  ')i/* 

7 

=  ^C(—  lywWcanipeia  •  •  )«^0(m  4-  a  •  ■  .).©(«  •  •  ■)«*]• 

In  dieser  Summe  verschwinden  diejenigen  Glieder,  die  den  Indices  a  =  x7 
X,  jt  entsprechen.     Für  a  =  0  wird 

{a ,  xcc,  xl^ia)  ==  (0,  x ,  xAft)  =  0  mod  2. 
Verstehen  wir  dagegen  unter  a,  ß,  y,  ö  die  vier  von  x,  A,  ^  verschie- 
denen primitiven  Indices,  so  ist 

(a,  xcc,  xkyLu)  =  (xX^ißy  ö,  xcc,  xX{icc) 
EExa  |  cc  -\-  a  |  xa  -\-  a  \  xX[icc; 
und  dies  ist  =  cc  \  xX\i,  oder,  was  dasselbe  ist,  ^2  ßyd  |  a.    Demnach 
ergiebt  sich: 

co0  («•■■)*  ö(«*-|- «•■•)**<"  Ö  (*«•••)*/«  —  Cx^O  («•••)*/«  0(w4-a--)o0  («*-)* 

Wenn  wir  in  diese  Gleichung  für  die  Grössen  a,  a\  a"  die  Differen- 
tiale der  Argumente:  du,  du,  du"  einsetzen,  so  erhalten  wir  folgende 
Differentialgleichung : 


Abriss  einer  Theorie  der  Abel'schen  Functionen  dreier  Variabein.  95 

'"„  Q).u  ©*;. ,„  d  »,  —  Cnl  u  ®,  0O  dm,, 

In  dieser  Formel  wollen  wir  die  Theta- Functionen  durch  die  ent- 
sprechenden 6,  und  ebenso  die  Anfangsglieder  ux/t  und  u,  der  Func- 
tionen 0,.,,  und  0*  ersetzen  durch  //ur;.u  und  lxvx,  ""  VXp  und  vx  die 
im  ersten  Theil  eingeführten  Anfangsglieder  der  entsprechenden  tf-Func- 
tionen  sind.  Dadurch  nimmt  die  aufgestellte  Gleichung  folgende 
Form  an : 

Gu>G,,udr,-o,Gu<lv,u=    S     ((-l)/»r'i«Vr'W««*»  0axd6u\  ■ 

a,i,  y,d{  ',,.uh.u'y.  J 

Der  Nenner  des  Ausdrucks 

e/.XfJ-,.Jr. 

ist,  da  nach  Gleichung  (6S)  und  (79)  des  ersten  Theils 


h.tu  = 


eexXex/ieXft 
f9x  9u 


r9thlhexh 

ist ;  gleich : 

ef9z9^exZex/t 


und  dies  ist,  der  Gleichung  (69)  zufolge: 

efexXexu 

r">l*g*exfxlfl  ' 

Der  Zähler   dagegen   ist   schon   in  §  2  umgestaltet   und    hat    dort 
folgende  Form  erhalten: 

ei91dxexleXfl 

rIr«x9x9M    ir**'*?*'?**' 
Wenn  wir  also  den  Quotienten  bilden,  so  erhalten  wir  folgendes: 

1 " ."« fydJd?J[iyJxln  m 

f~'9x9n 
Nun  ist  nach  (71)  und  (72): 


dalier : 


r 

Demnach  erhalten  wir: 

9xf, 


p  _  iL         /3.,-T  (L. 


eg*rlp    _  _ 


6lp6xlrdvx-6x60dvir=-^-^      8      I    -1)M   "/'/Jx/^x/V/x^.f/aJ 

yx  y^  b,  /g,  •/.  j  i  j 
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Multipliciren  wir  diese  Gleichung  mit  o"x,  so  wird 

G*Gaxd<}a—cpaxd  log  6a. 
Nun  ist  aber,  da  "w  <ja~  =  ^a  ist, 

2  rf  log  (?„  +  d  log  oT  =  d  log  ^a  ; 
folglich 

6*  6axdOa  =  ^tyaxd  log  ^„  —  £()Daxrf  log   w\ 

Setzen  wir  dies  in  die  Gleichung  ein,  so  fällt  der  mit  d  log  To  multi- 
plicirte  Ausdruck  fort,  da  nach  §  2: 

S    {(-    iyr*     »fyöxfr.ixf.iyxyax}    =0 

ist,  und  wir  erhalten: 

(48)  ~  (zip a*?^ dvx  —  t'x dvxt) 

*  i>Z  i>fi     a,  ß,  y,  d  l  J 

Diese  Formel  wird  zur  Darstellung  der  Differentiale  dvy  und  dvip 
führen.  Wir  denken  uns  für  die  Grössen  op,  %,  ^,  co  ihre  Ausdrücke 
durch  (x,  y,  z)  und  (x\  y,  z)  eingesetzt.  Unter  dieser  Voraussetzung 
transformiren  wir  zunächst  die  Summe 

S=    S     \(-iyr'lafyixf4«xf«Y*<p*xdlog1>A- 

Da  ipa  ==  Ha  Ha',  mithin 

d  log  tya  =  d  log  Hu  -f  d  log  Ha' 

ist,  so  zerfällt  die  Summe  S  in  zwei  Theile 

O  =  >J  j  -j-  o., , 
von  denen 

#,  =     S     \(-\yr^''fYöxfötixfliyxFuXFärxd\ogHu'\ 

a,/J,y,  «M  ' 

ist,  während  S2  aus  Sx  durch  Vertauschung  von  (x,  y,  z)  mit  (x,  y\  z) 
hervorgeht.  Der  Ausdruck  £,  ist  nun  in  Bezug  auf  x,  y,  z  eine  lineare 
Function,  die  im  Punkte  k  verschwindet.  Es  ist  ferner  diese  lineare 
Function  symmetrisch  in  Bezug  auf  die  vier  Indices  a,  ß,  y,  d.  Unter- 
suchen wir  jetzt,  welchen  Werth  $,  in  einem  dieser  Punkte,  z.  B.  in 
ö,  annimmt.  Alsdann  ist  F$x  =  0;  Fax  geht  über  in  (—  1)JI ttX/>aX; 
daher 

(_  \yit3\«FUK  in  (-  1  )'!*(-  iyy  \«uux. 
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Somit  erkennen  wir,    dass   der  Werth:    iron  N,   im   Punkte  d  durch  fol- 
gende!] Ausdruck  gegeben  ist: 

(-   l)d    *fia*f*fiufiy»      S      [(-  1  /        ü   lüg    //„']  • 

a,ß,  y  *  ' 

Nun   lehrt  aber  die  Formel  (28),    dass   der   hier  auftretende  Sumrnen- 
ausdruck  ersetzt  werden  kann  durch  folgendes  Product: 

9tt 9(i9y  9y.(VJ<' 

Vergleichen  wir  hiermit  den  Werth,  welchen  die  —  im  Punkt e  y. 
gleichfalls  verschwiudende  —  lineare  Function  M/y  /.^  im  Punkte  d  an- 
nimmt,    Diese  ist,  nach  (32),  durch  folgenden  Ausdruck  gegeben: 

Mx,lfl  =  SU-  \y  rgrfuimf9tpFiiQitE;Fru\i 

sie   nimmt   also,   wenn   wir   (x,   y,  z)  =  (ßt ,  bg,  Ca)  setzen,    wodurch 
Fix  =  0  wird,  den  Werth  au: 

(-  1)J '  "jfd  .nfip.fir  .96  Fh  WuH;. 
Für   FäxGipHp    können    wir    setzen:     l/H/fH^l/^d^yS^.     Die 
Werthe  der   beiden  linearen   Functionen  Sx   und  M-^-,.l(   im   Punkte  ö 
sind  demnach  folgende: 

(    i)    tu.tit.ftr.     Mflrtm{yi       A- 

und 

(-l)dl*föa*fößXfjy*9tl/W}     //„'/    Wl]    //,;,„• 

Beide  Ausdrücke  unterscheiden  sich  von  einander  nur  durch  den  Factor 


9a9tiffy9s9y.f/  #*'  /  H«   (Vit')*  ' 

der  auf  die  Form 

gK* 

gebracht  werden  kann,  und  sich  nicht  ändert,  wenn  a  mit  ß,  y  oder 
d  vertauscht  wird.  Mithin  gilt  für  alle  vier  Punkte  a ,  ß,  y,  d  die 
Gleichung : 

o   __  919^'G^A' 

°\    ,,/,'     '  JXL*,  ;-,"  3 

und  da  dies  eine  lineare  Gleichung  in  (x,  y,  z)  ist,  so  muss  sie  für 
alle  Werthe  dieser  Grössen  bestehen.  Hiermit  ist  also  bewiesen,  dass 
sieh  die  Function  Sx  von  MXt;.fl  nur  um  einen  von  x,  //,  z  unabhängigen 
Factor  unterscheidet. 

Schottky,  Abol'sche  Funct.  7 
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Nun   steht  aber   die  Function  MXtxft    (wie  aus  (31)  und  (42)  her- 
vorgeht), mit  der  Grösse  coy.x^  in  folgendem  Zusammenhange : 

y.       Xu  r  R  7|  r 

My.Xfi p =  gyJxXu    fp Mx,xfl  J 


es  ist  also 

n.f-      W    , 

B 


gxfxi/uMy^iu  =  p  (GxuOy.Xfi  —  HxF{ß). 


Daraus  folgt: 

dx  9u  J  ^' 

S2  erhalten  wir  hieraus,  indem  wir  {x,  y,  z)  mit  (x'}  y,  s)  vertauschen. 
Die  alternirende  Function  J  verwandelt  sich  dabei  in  —  J.  Es 
ist  also: 

g*fyAuS2  =       gtfjp       (%hcMxXf<Hy.   —  i'y.Hx/u)- 

Nun  ist  nach  der  Gleichung  (48): 

U^xiudvy  —  il>xdvifl  = ^V —  —  ■ 

Wenn  man  hier  für  St  und  S2  die  gefundenen  Werthe  einsetzt,  so  er- 
hält man: 

%X^COy.XfidVx  —  ipxdvxp  =  —   gBR>26Q   {XXf.Oy.X^Hy    —  tyxB.i^ 

+  gE-lto  (Xx^xx.Hy  ~  iiyHxJ. 
Dieser  Gleichung  können  wir  folgende  Form  geben: 

»M<*.i„  [dvx   -  ^^  A  +  ~m>iGo  A  ) 

=  *x  [drx,  -  jB^o  A  +  ^^-  A  J  • 

Hier  ist  nun  leicht  zu  sehen,  dass  die  mit  %xflG>xxn  und  if>x  multipli- 
cirten  Ausdrücke  gleich  Null  sein  müssen.     Denn  es  ist  allgemein 

dvm  =  amdu  -f-  bmdu'  -f-  cmdu", 

Sm  =  amH  -\-  bmH   -\-  c„,ll . 

S'm  =  amR'  -\-  bmH'  -f-  cm2T. 
Dadurch  nimmt  auch  der  Ausdruck 

1  A  A 

av"<  —  gR'R*a0  n  "r  gBR'zo«  ^ 
die  Form 

an,  wo  #,  -9"',  &'  von  dem  Index  w  unabhängige  Grössen  bedeuten. 
Führt  man  für  den  Augenblick  diese  Grössen  %-m  ein,  so  ergiebt  die 
aufgestellte  Gleichung : 
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ZZflWxlft&x    =    t'y  frlft. 

Diese  Formel  kann  nur  dadurch  bestehen,  dass  allgemein  #x  und 
#,.,,  gleich  Null  ist.  Am  klarsten  wird  dies  erkannt,  wenn  wir  die  am 
Anfange  des  vorigen  Paragraphen  aufgestellte  Gleichung 

■s    !   -    1  i ''  :  ttdfßyxfadxaßy*attdx  \  =  (-  1>"  I  mgafr*S  °/t   X** 

zu  Hülfe  nehmen.     Angenommen   nämlich,    dass  die  Grössen  &m   von 
Null  verschieden  wären,  so  wäre 


C»xXh 

"  y.  */  u 


also 


mithin 


P  &ß       Xyx  ®a       Xö> 


Mi;  xCOai}x  =     o.     o. —    =  WyaxOiid  ,. 

u     ti     *yx  *Jx 

Die  drei  Producte 

OßyxQaix  }       Cüy  ax&ßjx  >       &aixG)y  <}  x 

wären  demnach  einander  gleich;  und  da  die  Summe  der  Coefficienten 
des  Ausdrucks  auf  der  linken  Seite  gleich  Null  ist,  so  würde  sich 
ergeben : 

<va 

TT  %*H  =  °> 

was  unmöglich  ist.  Es  zeigt  sich  also,  dass  wir  allgemein  &,„  =  0  zu 
setzen  haben.  Hiermit  ist  die  Darstellung  der  Differentiale  gefunden, 
nämlich: 

,7«  *J*H>»    A         ^Ji3lI>»    A' 

aVm  ~  gR'B*a0  *  ~  gBlf*c0  ^  ■ 

Diese  Darstellung  ist  jetzt  dadurch  zu  vereinfachen,  dass  für  60  der- 
jenige   Werth  gesetzt  wird,   der  sich   in  §  15,   Gleichung  (45)  ergab. 

Es  war  dort  6Q  =  —^  ■     Nun  folgt  aus  den  Gleichungen : 


ScxÄ 
%xX  =  -— ~  »       1px  =   M6x',       l/'i==COO"r, 
exci 


dass 

ist.     Ersetzen   wir  diese   Grössen    durch  ihre   Ausdrücke   in  x,   y,   z, 
x,  y,  z',  so  folgt: 

Hy.  Hx  Gxi-  Hx  II V  Gy x  =  "w8 Fx x Fx  -,. : 
und  da 

Hy.  Hx Gx x  =  H  Fx x ,    Hx  H{ Gx x  =  Fx ■,. 


i 
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ist,  so  erhalten  wir: 

üf3  =  RR'. 

Setzt  man   dies  in  den   Ausdruck    von   60   ein ,   so    wird    60  =  -'  ^,  ; 

daher : 

dvm  =  2p(-Hi»   ^  —  S'm  w) 

Nun  ist 

H„,  =  amH  -f-  &mi?  -|-  cmH, 

vm  =  amu   -f-  &mw'  +  c'«w"  5 
daher   erhalten    wir    die  Differentiale   der   Argumente    durch    folgende 

Formeln  ausgedrückt: 

,  1     (HA        H'A'} 

aU    ~  2ka\  B  ir   )i 


Die  Integrale 


2kg  \  B  B' 

j   ,  _       1     {HA        H'A'\ 
ClU  —  2kg\  B  B'  )> 

H'  A'\ 
B'   ) 


,    „  1     (HA 

du    =     -f-  I  -5- 
2kg  \  B 


f  HA  ('  IIA  /'  H 

J  2kg  B'    J  2kgR>    J  2k, 


SA 

•gE'  . 

ausgedehut  auf  einem  bestimmten  Integrationswege  von  einer  beliebigen, 
aber  festen  unteren  Grenze  a,  b,  c  bis  zu  dem  veränderlichen  Punkte 
x,  y,  z  bezeichnen  wir  durch 

U{x,  y,  z),     ü'(x,  y,  s),     ü"(x,  y,  z). 
Es  ist  dann 

x,  y,  z  x,  y,  z  x,  y,  z 

u  =   f{d  U)  +  c,    u  =f{d  IT)  +  c,     u"  =  f(d  U")  +  c" , 

x',y',z'  x',y',z'  x',y'.z 

wo  c,  c,  c"  die  von  x,  y,  z  und  x,  y,  z  unabhängigen  Integrations- 
Constanten  bedeuten;  oder: 

u  =  U(x,  y,  z)  —  ü{x,  y,  z)  -f  c, 
u'  =  ü'  (x,  y,  z)  —  U'  (x,  y,  z')  -f  c\ 
u"=  U"(x,  y,  z)  -  U"(x,  y,  z")  -f  c". 
Es  ist  offenbar,   dass   die   Constanten  c,  c,  c"  auf  mehr   als   eine  Art 
bestimmt  werden  können,    da  die  Integrale,   durch  welche  die  Argu- 
mente  dargestellt   sind,    mehrdeutige  Functionen   sind.     Es  fragt  sich 
nun:     Welche    Werthe    können    diesen    Constanten    ertheilt    werden? 
Unsere  ganze  Untersuchung  ist  begründet  auf  der  Voraussetzung,  dass 
die  Determinante   der  sechs  Grössen  Lni   X12  etc.  gleich  Null  gesetzt 
werde.    Diese  Determinante  ist  eine  Function,  die  gleichzeitig  mit  den 
Argumenten   verschwindet.     Es   muss   daher  möglich  sein,   diese  Glei- 
chung so  aufzulösen,  dass  die  absoluten  Beträge  der  Argumente  beliebig 
kleine  Grössen  sind. 
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Werden  die  Argumente  geradezu  gleich  Null  gesetzt,  so  ver- 
schwinden alle  diejenigen  <;- Quotienten,  deren  Zähler  eine  ungrade, 
und  deren  Nenner  eine  grade  o-  Function  ist.  Nun  findet  über  ein 
gemeinsames  Verschwinden  aller  dieser  Quotienten  nur  statt  in  dein 
Punkte  (x,  y,  z)  =  (x,  y\  z")\  es  müssen  also  —  c.  c'f  —  c"  die- 
jenigen Werthe  sein,  welche  die  Integrale 

X  y  t 

JdU,   JdU',    JdU" 

x  y'  z'  x' y  z'  x y' V 

erhalten,  wenn  man  die  obere  Grenze  mit  der  unteren  zusammenfallen 
lässt.  Es  sind  also  c,  c,  c"  im  Allgemeinen  ein  System  von  Integral- 
Perioden;  speciell  sind  diese  Grössen  gleich  Null  zu  setzen,  wenn  die 
Integrale  so  definirt  werden,  dass  sie  verschwinden,  wenn  die  obere 
Grenze  der  unteren  gleichgesetzt  wird. 

Andrerseits  verschwindet  die  Determinante  der  Grössen  L  auch 
dann,  wenn  für  u,  u',  u"  ein  vollständiges  Periodensystem  2&r,  2'w', 
2or"  gesetzt  wird.  Nimmt  man  w,  u',  u"  in  der  Nähe  eines  solchen 
Systems  an,  und  definirt  die  Integrale  wieder  so,  dass  sie  verschwinden, 
wenn  (x,  y,  z)  mit  (x,  y,  z)  zusammenfällt,  so  wird  c=2"ST,  t' =  2or', 
c"  =  2  of".  Diese  verschiedenen  Lösungen  können  nicht  wesentlich 
verschieden  sein,  sondern  müssen  durch  Aenderung  der  Integrations- 
wege in  einander  übergehen.  Daraus  geht  hervor,  dass  jedes  Perioden- 
system 2to  ,  2"w',  2To"  auch  ein  Periodensystem  der  drei  Integrale  L\ 
ZT,  U"  sein  muss,  uucl  umgekehrt.  Wir  können  daher  die  Grössen 
c,  <:',  c"  allgemein  gleich  Null,  also 

r  xyz 

u  —f(dU), 


(49) 


x  y 

xyz 


i  =J(dU'), 


x  y  z 
xyt 

=  j\dü") 

x  y  z 

setzen;   wird  .r,   y,   z  in  der  Nahe  von  x,  y,  z   angenommen,    so   er- 
halten wir,  je  nach  der  Wahl  des  Integrationsweges,  ein  Werthsystem 
a.  u,  u",  das  der  Umgebung  des  Nullpunktes,  oder  irgend  eines  Perioden- 
systems 2to,  2'cü',  2l5"  angehört. 
Es  ist 

'RA 
\kgR 

Der  Formel  (29)   zufolge  ist  das   Differential  A   durch   folgenden 
Ausdruck  gegeben: 


<W  '     *-/&.*--/&.  *"-f4 
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A  =  xdH  +  ydH  -f  zdH. 
Da  aber  nach  (26)  die  Identität  besteht: 

xH+yH-\-  iH=0, 
so  ist  auch 

A  =  —  (Hdx  +  Hdy  +  Hdz). 
Je  nachdem  man  die  Integrale  als  Functionen  von  x,  y,  z,   oder  von 
H,  -H,  H  auffassen  will,"  hat  man  die  eine  oder  die  andere  Darstellung 
zu  wählen. 

Diese  drei  Integrale :    fd  U,  jd  U',  jd  U"  haben  die  Eigenschaft, 
dass  sie  an  keiner  Stelle  des  Gebildes  unendlich  werden. 

Wir   fassen   die   drei  Grössen  H,   H,   H,   als  Integrationsvariable 
auf,  und  betrachten  das  Integral 

'HVA 
TT' 
Dieses  lässt  sich  mit  Hülfe  der  Relation 


S 


S    ((_  \yr\«f[iyvFttVd\ogHa\  — 


welche  in  §  10  aufgestellt  worden  ist,  in  zwei  Theile  zerlegen.  Da 
nämlich  in  dem  Ausdruck  auf  der  linken  Seite  die  Summe  der  mit 
d  log  Ha ,  d  log  Hß ,  d  log  HY  multiplicirten  Grössen  gleich  Null  ist, 
so  können  wir  diesem  Ausdruck  folgende  Form  geben: 

cFavid  log  Ha  -  d  log  Hy)  +  C'Fßv{d  log  Hß  -  d  log  Hy). 
Nun  ist 


älogHa-älogHy^2älog^r2^d(ß^ 

dadurch  nimmt  die  aufgestellte  Gleichung  folgende  Gestalt  an: 


l/HYVSr}/Bai ,      d  fYB*\  +  C2       Y^j/H^H^, 


^d(^) 

H*x      \YHv) 


1  YH^YB,«YH*i       \YHy)  '    j/U^j/H^j/- 

HVA 
~       E 

/TJ  A 
-^-  zerfällt  dadurch  in  zwei  Theile,  deren  jeder  nur 

in  den  Berührungspunkten  der  Doppeltangenten  .3^  =  0,  Hfix  =  0, 
HyA  =  0,  Hy  =  0  unendlich  wird.  Wir  können  aber  in  dem  Ausdruck 
dieses  Integrals  die  sechs  von  v  verschiedenen  Indices  beliebig  unter 
einander  vertauschen.  Vertauscht  man  x,  A,  p  mit  a,  ß,  y,  so  erhält 
man  eine  neue  Form,  aus  der  hervorgeht,  dass  das  betrachtete  Integral 
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./' 


in  den  angegebenen  acht  Punkten  nicht  unendlich  wird.  Mithin  kann 
das  Integral 

'*//,.A 
H 

an  keiner  Stelle  des  durch  die  Gleichung  M=0  definirten  Gebildes 
unendlich  werden,  sondern  muss  an  jeder  den  Charakter  einer  ganzen 
rationalen  Function  behalten. 

Da  dies  für  alle  sieben  primitiven  lndices  gilt,   so   überträgt  sich 
diese  Eigenschaft  unmittelbar  auf  die  Integrale 


f  IIA  C  RA  fJiA 

J  2kgB>    J   2hgB>    J  2kgB> 


die  wir  die  Normal-Integrale  erster  Gattung  nennen;  und  die  Integrale 
müssen  diese  Eigenschaft  auch  besitzen,  wenn  wir  sie  nicht  als  Func- 
tionen von  H,  H,  H,  sondern  von  x,  y,  z  betrachten. 

§  18. 

Wir  haben  bis  jetzt  nicht  die  6- Functionen  selbst,  sondern  nur 
die  Quotienten  derselben  als  abhängig  von  x,  y,  z  und  x ,  y,  z  auf- 
gefasst.  Es  lassen  sich  aber  Differentialgleichungen  aufstellen,  welche 
die  Grössen  am  selbst,  und  zwar  zunächst  durch  ihre  Logarithmen 
definiren.  Die  Reduction  dieser  Gleichungen  auf  diejenige  einfachere 
Form,  in  der  sie  erscheinen  bei  der  von  den  Integralen  ausgehenden 
Theorie  der  Abel'schen  Functionen,  ist  indess  mit  nicht  geringen  for- 
malen Schwierigkeiten  verbunden.  Wir  beschränken  uns  deshalb  dar- 
auf, nur  die  wichtigsten  Eigenschaften  dieser  Transcendenten  anzugeben, 
welche  ohne  Rechnung  erkannt  werden  können. 

Wir  wissen,  dass  jede  der  Functionen  g  (u ,  u,  u")m  entwickelt 
werden  kann  in  eine  stets  convergirende  Potenzreihe  der  Argumente 
h,  it',  u".  Diese  Argumente  selbst  sind  durch  Integrale  erster  Gattung 
dargestellt  worden,  welche  an  jeder  Stelle  des  algebraischen  Gebildes 
(x,  y,  z)  den  Charakter  ganzer  rationaler  Functionen  haben.  Daraus 
folgt,  dass  auch  die  Function  ö(u,  u,  u")m ,  als  abhängig  von  x,  y,  z 
betrachtet,  an  keiner  Stelle  des  algebraischen  Gebildes  unendlich  werden 
kann,  sondern  überall  den  Charakter  einer  ganzen  rationalen  Function 
besitzen  muss.  Lässt  man  den  veränderlichen  Punkt  (x,  y,  8)  eine 
geschlossene  Linie  durchlaufen,  so  ändern  sich  die  Normal- Integrale 
erster  Gattung  allgemein  um  ein  Periodensystem  2co,  2tj',  2is"  \  es 
geht  also  a(u,  u,  u")m  über  in: 

er(w+  2w  •  •  X  =  eu(«.«>";i>.8>(—  \)^p*m-^m)a{u  ■  •  )m. 
Die  Transcendente   om  ändert  sich  also   auf  einem  Periodenwege   um 
einen   Exponentialfactor,   dessen  Exponent  eine   lineare   Function   von 
ttj  u,  u"}  d.  h.  ein  Integral  erster  Gattung  ist. 
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Diese  Exponentialfactoren  werden  an  keiner  Stelle  Null  oder  un- 
endlich. Daher  hat  die  Frage:  an  welchen  Punkten  wird  die  Function 
6m  gleich  Null?  eine  bestimmte  Bedeutung.  Denn  wenn  irgend  ein 
Zweig  der  Function  an  einer  Stelle  des  Gebildes  verschwindet,  so  muss 
auch  jedes  durch  analytische  Fortsetzung  daraus  abgeleitete  Element 
au  derselben  Stelle  den  bestimmten  Werth  Null  haben. 

6 

Wir  wissen,  dass  jeder  Quotient  — -  an  drei  Punkten  verschwindet, 

ffo 

und  an  drei  von  dem  Index  m   unabhängigen  Stellen   unendlich   wird. 

G 

Nun  kann  der  Quotient  —  ,  da  0m  und  a0  nie  unendlich  werden,  nur 

dadurch  verschwinden,  dass  der  Zähler  verschwindet,  und  nur  dadurch 
unendlich  gross  werden ,  dass  der  Nenner  verschwindet.  Es  sind  also 
für  jeden  Index  m  (m  =  0  eingeschlossen)  drei  Punkte  von  vornherein 
bekannt,  in  denen  am  =  0  wird.  Es  ist  nun  zu  beweisen,  dass  6m  nur 
an  diesen  drei  Stellen  verschwindet. 

Das  logarithmische  Differential  von  am  lässt  sich,  wenn  wir  diese 
Function  als  abhängig  von  x,  y,  0  betrachten,  in  folgender  Weise 
darstellen : 

d  log  am  d  log  em  d  log  am 

d  log  am)  =  — 5 d  U  H 5-7—  du    -\ ^-z—  d U  . 

v    &       '  du  'du  '        du 

Die  Differentialquotienten  sind  hier  so  zu  bilden,  als  ob  w,  u',  u"  un- 
abhängige Grössen  wären ,  dann  aber  die  beschränkten  Werth e  der- 
selben  einzusetzen.     Lässt  sich  nun  beweisen,  dass  die  drei  G rossen 

C  log  g,„  g  log  *»,  ?l°g  °,n 

du      '         du      1        du" 
nur  in    den    drei   bekannten,    zum  Index  m  gehörigen  Punkten  unend- 
lich werden,   so  folgt,   da  d  U,  dU',   du"  Differentiale  nie  unendlich 
werdender  Functionen    sind,   dass   auch  log  (<?m)   nur   au   den  drei  be- 
kannten Stellen  unendlich  wird.     Nun  bilden  wir  in  derselben  Weise: 

d  (p*±\  _  !*g-  d  u + "qä  t  u-  +  ££r  i  v. 

\     du     )  du2  '     dudu  '     duou 

Hier  sind  die  drei  mit  d  U,  d  U',  d  U"  multiplicirten  Ausdrücke,  wenn 
wir  u,  u'j  u"  als  unbeschränkt  veränderliche  Grössen  auffassen,  periodi- 
schen Functionen  der  Argumente.  Denn  es  ist  log  (öM)  eine  Function 
von  u,  u' ,  u",  die  sich  um  eine  additiv  hinzutretende  lineare  Function 
21} u  -+-  21}' u  -\-  21}" a"  -f-  Const.    ändert,   wenn   die  Argumente  um 

d  log-  G 
ein  Periodensystem  vermehrt  werden ;  die  ersten  A  Weitungen  -  ~ — —  etc. 

ändern  sich  daher  nur  um  die  Constanten  21} ,  21}',  21}",  die  zweiten: 

d%  log  0 

etc.    bleiben     un geändert.      Ferner   haben    diese    zweiten    Alt- 

du2  ° 

leitungen  die  Eigenschaft,    dass   das  Product   einer  jeden   mit  0*   eine 
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stets  endlich  bleibende  Function  ist;  denn  jedes  dieser  Producte  lässt 
sich  darstellen  durch  eine  ganze  Function  von  Gln  und  ihren  Ableitungen. 
Nun  haben  alle  Quadrate  der  64  Functionen  <y„,  die  Eigenschalt,  dass 
sie  sich  um  denselben  Exponentialfactor  vermehren,  wenn  die  Argu- 
mente um  ein  Periodensystem  vermehrt  werden: 

{*(«  +  2<tj  .  .  .)my  =  e»i<»...;*«){(j(a  .  .  .)m}2. 
Es  sind  also  diese  64  Functionen  6~m,  ebenso  wie  die  Producte 

J     &\OgGm  .     g2  log  gwi 

der  Definition  des  §  2  im  ersten  Theil  zufolge,  Theta-Functionen  zweiten 
Grades  mit  einer  Charakteristik,  deren  Elemente  p,  v  sämmtlich  JS'ull 
sind.  Da  aber,  wie  dort  gezeigt  ist,  nur  re  linear  unabhängige  Theta- 
Functionen  rten  Grades  von  einer  bestimmten  Charakteristik  existiren, 

2      C%  log  Gn 

so  muss  zwischen  t$m       3  und    acht  Quadraten   von    Theta-Func- 

tionen  eine  lineare  homogene  Gleichung  bestehen.  Wir  wählen  die 
acht  Quadrate: 

Zwischen  diesen  acht  Grössen  besteht  keine  lineare  Gleichung  yon 
der  Form: 

so  lange  die  Argumente  als  unbeschränkt  gedacht  werden.  Denn  an- 
genommen, dass  eine  solche  Gleichung  existirte,  so  verschwinden,  wenn 
wir  die  Argumente  gleich  Null  setzen,  alle  Glieder  mit  Ausnahme  des 
ersten ;  folglich  muss  ^4  =  0  sein.  Setzen  wir  ferner  die  Argumente 
gleich  dem  halben  Periodensystem  co1,  a1' ,  o1",  so  verschwinden  alle 
Glieder  mit  Ausnahme  des  zweiten;  folglich  muss  A\  =  0  sein.  Auf 
diese    Weise   sieht  man,   dass   alle   Coefficienten    A,  Ai  •  •  •  An  gleich 

9    C2  log  G 

Null  sein  müssen.  —  Hieraus  folgt  nun,  da^s  sich  trm  ,    -    zerlegen 

lassen  muss  in  ein  lineares  Aggregat: 

7 
B  =  0 

9*  log  6 
dass  also  — 0   „  m    sich  in  dieser  Form  darstellen  lassen  muss: 


cuc 


c*  log  (T,„        ±ir   .    <£ 


öu* 


ZU 


Dasselbe  gilt  von  den   fünf  übrigen    zweiten  Ableitungen.     Setzen   wir 
nun  für  die  s  -  Quotienten  ihre  Ausdrücke  durch  x,  y,  8  und  /.  if,  z , 


<r 


so   verwandelt    sich  jedes  Glied  Au    "   in  eine  rationale   Function  von 
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>,  //,  8}  welche  nur  unendlich  wird  in  den  drei  uns  bekannten  Punkten, 
die  zum  Index  m  gehören.  Daraus  folgt,  dass  alle  sechs  zweiten  Ab- 
leitungen, als  Functionen  von  x,  y,  g  betrachtet,  nur  in  denselben  drei 
Punkten  unendlich  werden.  Daraus  aber  ergiebt  sich,  dass  auch  die 
Integrale 

d  log  6m       d  log  am       C  log  o,„ 
du      '         du     '         du"    ' 
und   endlich   log  am  selbst  nur  in   den    drei    zum   Index   m   gehörigen 
Punkten  unendlich  wird,  dass  also  6m  nur  in  diesen  drei  Punkten  ver- 
schwindet.    Ferner  ist  klar,  dass  am  in  diesen  drei  Punkten  auch  nur 
von  der  ersten  Ordnung  unendlich  klein  werden  kann;  denn  sonst  müsste 

0 

der  Quotient  —  auch  von  höherer  als  der  ersten  Ordnung  unendlich 
klein  werden. 

§  19. 

Durch  die  im  §  17  geführte  Untersuchung  ist  die  eigentliche  Be- 
deutung der  im  §  3  festgesetzten  Beschränkung  der  Veränderlichen  u, 
u,  u"  gezeigt  worden.  Wir  sahen,  dass  wenn  die  Determinanten- 
gleichung zwischen  den  Grössen  Ln  ,  Ln  etc.  besteht,  die  Argumente 
u,  ii ,  u"  nicht  mehr  willkürlich  sind,  sondern  durch  die  drei  Normal- 
Integrale,  jedes  von  einer  bestimmten  unteren  Grenze  (x ',  y,  z)  bis  zu 
einer  bestimmten  oberen  (x,  y,  z)  ausgedehnt,  dargestellt  werden  können. 
Die  Ausdrücke  der  tf-Quotienten,  welche  wir  gefunden  haben,  sind  also 
diejenigen  Werthe,  welche  die  Functionen 

<->"'■  «'•  "" 
a{u,  u\  u")n 

annehmen,  wenn  für  die  Argumente  u,  u,  u"  die  drei  Integrale 

IdU,     fcW,      fäU", 

genommen  zwischen  diesen  beiden  Grenzen,  eingesetzt  werden.  Die 
untere  Grenze  {x ,  y,  z)  wollen  wir  als  fest  annehmen;  dann  können 
wir  die  drei  Integrale  durch  U(x,  y,  z),  ü'(x,  y,  z),  U"  (x,  y,  z)  oder 
kürzer  durch  U,  U'}  U"  bezeichnen.  Wir  können  dann  die  Resultate 
der  vorangehenden  Untersuchungen  so  zusammenfassen: 

Setzt  man  für  die  Argumente  «,  «',  u"  der  6-  Functionen  die  In- 
tegrale U,  U',  U"  ein,  so  verwandelt  sich  jede  der  64  6- Functionen 
in  eine  transcendente  Function  von  x,  y,  z,  die  an  drei  Stellen  des 
Gebildes,  und  zwar  von  der  ersten  Ordnung,  verschwindet.  Diese  drei 
Stellen  sind,  für  die  graden  Functionen  <5m,  algebraisch  abhängig  von 
der  unteren  Grenze  der  Integrale,  und  zwar  sind  sie  für  die  Function 
o"0  definirt  als  die  gemeinsamen  Nullpunkte  der  sieben  Functionen 
Qx,  für  (jxxti  als  diejenigen  Nullpunkte  der  Function  Qx>Xup  die  weder 
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Doppelpunkte  sind,  noch  der  Gleichung  Fx  =  0  genügen.  Für  die 
ungraden  Functionen  am  dagegen  sind  sie  unmittelbar  gegeben]  es 
fällt  nämlich  für  diese  einer  der  drei  Nullpunkte  immer  mit  der  unteren 
Grenze  (x,  y',  z  )  zusammen;  die  beiden  andern  werden  gebildet  durch 
das  xon(x, y',z)  unabhängige  Punktepaar  m,  in  welchemi/,,,  verschwindet. 
Der  Quotient  zweier  o-  Functionen 

a(U,  U'    U")m 

a(U,  ü',U")n 
ist  eine  algebraische  Function,  die  in  der  Form 

r}mnB(x,  y,  z) 
darstellbar  ist;  wo  Rix,  y,  z)  eine  rationale  Function  bedeutet.  Die 
Grössen  y\  sind  Quadratwurzeln  aus  rationalen  Functionen.  Bei  der 
Definition  dieser  Grössen  ist  eine  gewisse  Willkür  gelassen ;  man  kann 
jede  von  ihnen  mit  einer  rationalen  Function  multipliciren,  ohne  dass 
die  wesentlichen  Sätze  über  dieselben  geändert  werden.  Wir  können 
deshalb,  wenn  wir  wollen 

vo  =  !>   v*i  =  n*v^   v*ip  =  v*viVn 

setzen;    endlich    ist  auch  das   Product  aller    sieben   Grössen    r\y.    ein.- 
rationale  Function.     Wir  können  deshalb 


>/i  =  vi  v%  Vi  v&  v*  Vi 

setzen,  wodurch  nun  alle  Grössen  rj  bestimmt  sind. 

Ist  m  ein  ungrader  Index,  so  sind  von  den  Nullpunkten  der  Func- 
tion 6  (U,  U',  ü")m  zwei  von  der  unteren  Grenze  unabhängig. 
Aendert  man  daher  die  untere  Grenze  und  bezeichnet  mit  U,  U',  U" 
die  Normal-Integrale,  ausgedehnt  von  einer  neuen  Avillkürlichen  Stelle 
■('">  y"t  z"  bis  zu  x>  Vj  g>  so  ist  offenbar,  dass  der  Quotient 

a(U,  U',  U")m 

c(Ü,  Ü\  ü")in 

nur  an  der  Stelle  x,  y ,  z  verschwindet,  und  nur  an  der  Stelle  x"} 
y",  z"  unendlich  wird,  beides  von  der  ersten  Ordnung.  Diese  Function 
ändert  sich  überhaupt  nur  um  einen  constanten  Factor,  wenn  wir  den 
Index  m  durch   einen  andern  ungraden  Index  n   ersetzen.     Dies   geht 

aus  der  Gleichung  —  =  c  "  _™_  unmittelbar  hervor. 

§  20. 
Zur   Darstellung    der    allgemeinen   a -Functionen  führt  jetzt    fol- 
gender Satz. 
Es  seien 
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xyz  xyz  xyz 

U=jdU,     U'=jdU\     ü"=fdü" 

abc  abc  abc 

die  drei  Normal-Integrale  erster  Gattung,  genommen  von  einer  festen 
unteren  Grenze  (a,  &,  c)  bis  zum  willkürlichen  Punkte  (x,  y,  z)\  es 
seien  ferner 

V0>    V0>    Vi        VH    V\>    V\"  ■   '   '    Vr-1,    Vr-1,    V"-U 
W0  f  WQ>  Wo"  5      W\  )  W\7  Wl"  '  '  '  Wr—  1 »  W'r-i  ,  Wr-i 

2r  Systeme  von  je  drei  Constanten,  die  den  drei  Bedingungen 

r  —  1  r  —  1  r  —  1 

2^  0«  —  M>«)  =  0;       ^   (»«    —  «O  =  0,       ^  (flc"  —  M>a")  =  I » 

a=ü  a=Ü  «  =  0 

genügen,  im  Uebrigen  willkürlich  sind-,  es  seien  endlich 

"'OJ  **1?  "2   '   '    "  "V— 1 5       '()  ?   'l    '   '   '   ^r— 1 

2r  beliebige  Indices,  und  m  derjeuige  Index,  der  durch  Zusammen- 
setzung aller  entsteht;  dann  ist  das  Product 

tf  ~  .44' t«(ff+ ».•••)..! 

darstellbar  durch  eine  algebraische  Function  von  x,  y,  ,:,  die  durch 
Multiplication  mit  dem  Factor  r]IH  in  eine  rationale  übergeht. 

Wir  beweisen  diesen  Satz  schrittweise  durch  das  Additionstheorem ; 
zunächst  für  den  Fall,  dass  das  Product  aus  einem  einzigen  Quotienten 
besteht;  dann  für  den  Fall  r  —  2;  daraus  folgt  schliesslich  das  All- 
gemeine. 

Wir  setzen  in  dem  Additionstheorem,   das   in  der  Gleichung  (39 
des  ersten  Theils  enthalten  ist,  den  Index  m  =  0.    Dann  erhalten  wir: 

(51)  co0  (2v  •  •  .)*i  ©  O  +  w  '  '  •)*  e  (w  -  w  '  •  Oi 

7 

=  2[±e(V  +  M;,'O*la0(0  —  W---)«0  («•  +  «*•  0*a  6  (tt  —  «••Ol«]' 

a  =  ü 

Hier  machen  wir  ferner  die  Voraussetzung,  dass  die  beiden  Indices  h,  l 
so  beschaffen  sind,  dass  der  aus  beiden  zusammengesetzte  hl  grade  ist. 
Dann  setzen  wir  v ,  v',  v"  gleich  Null  und  drücken  die  Theta-Functionen 
aus  durch  die  a.     Dann  erhält  das  Theorem  folgende  Gestalt: 

7 

6  (u-\-W  ■  ■  •)*  6  (U  —  W  •  •  -)i  =  ^j  [Aa  0  (U  •  ■  •)*«  (J  («  •  •  ■)<«], 

wo  J0,  At  ■  ■  ■  A-  von  i*,  w,  w"  unabhängige  Factoren  bedeuten.  Nun 
setzen  wir  u  =  U ,  u  =  U' ,  u"  =  U",  und  dividiren  die  Gleichung 
durch  {ö  (U  •  ■  -)o}2.     Alsdann    wird    jedes   Glied    des    Ausdrucks    auf 
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der  rechten  Seite  eine  mit  dem  Factor  rjkl  behaftete  Function;  es  ist 
also  der  Quotient 

a(U  +  to  —  -)ke(U—  w  ■  ■    ( 

dargestellt  in  der  Form: 

)ikl  Il{x,y,z), 
wo  R  (x,  y,  z)  eine  rationale  Function  bedeutet.     Dies  beruht    auf  der 
Annahme,  dass  der  Index  hl  grade  ist,  weil  sonst  cki  verschwindet   und 
dadurch  die  Gleichung  illusorisch  wird. 

Es  seien  nun  /.',  m  zwei  beliebige  Indices.  Jedenfalls  lüsst  sich 
zu  diesen  ein  dritter,  l,  bestimmen,  von  der  Beschaffenheit,  dass  so- 
wohl hl  als  ml  grade  ist.  Ist  hm  grade,  so  brauchen  wir  nur  /  =  Je 
zu  setzen;  dann  ist  hl  =  0,  ml  =  hm,  also  beide  Indices,  wie  verlangt, 
grade.  Ist  aber  hm  ungrade,  also  entweder  von  der  Form  x  oder  x  A, 
so  setzen  wir  1=  Xaßh  (x,  A,  a,  ß  sollen  irgend  vier  verschiedene  der 
sieben  primitiven  Indices  bedeuten).     Es  ist  dann  im  ersten  Falle 

hl  =  haß,     ml  =  x  A  «  ß ; 
im  zweiten: 

hl  —  laß,  ml  =  naß] 
also    in    beiden   Fällen  hl    und   ml   grade.  —  Es    ist    nun    bewiesen, 

dass  sich 

o(U+ic  ■  ■  -)ka(U-  w  ■  ■  ■), 

{•(^••■)o}a 

durch  eine  mit  dem  Factor  ^j, 

o  ,U  +  w  •■■)„,  c  (  U  -  w  ■  •  •), 

{*(?7-.0o}2 

durch  eine  mit  dem  Factor  i]mt  behaftete  algebraische  Function  von 
x,  y,  z  ausdrücken  lässt.     Der  Quotient  beider  Grössen 

o[U  +  w  ■ 

ist  also  eine  Function  von  x,y,z,  die  durch  Multiplication  mit  dem 
Factor  rjkm  in  eine  rationale  übergeht;  und  zwar  sind  hier  die  Indices 
h,  m  keinerlei  Beschränkung  unterworfen.  Damit  ist  der  ausgesprochene 
Satz  für  den  Fall,  dass  sich  das  Product  auf  einen  einzigen  Factor 
reducirt,  bewiesen. 

Wir  vermehren  jetzt  in  der  Gleichung  (51)  die  Veränderlichen  u 
um  die  Grössen  v,  und  setzen  v  -f-  w  =  r, ,  v  —  w  =  t>2.  Dann  er- 
halten wir: 

C0©  Ol   +  v2  ■    •  ")*J  Ö   (U  +  Vl   *   '   0*  ©  (U  +  «2  *  '  ')* 

7 

=  2  [+  ©  (*i  •  ■  ■)*!«©  (*a     ••)«©  («  +  «>i  +  v2  •  ■  )ia  0  (u  ■  •  .)i«]. 
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Hier  setzen  wir  wieder  die  Integrale  U,  U',  U"  für  die  Argumente 
u,  u'f  u"  ein,  und  ersetzen  die  0  durch  die  mit  Constanten  behafteten  ö. 
Dann  erhalten  wir  eine  Gleichung  von  folgender  Form: 

6  {U+  vt  .-.)*  <T(ff+  v2-  ■■)l  =  ^[BaG(U+vl+v.r--)kua(U-  ■•)/«]. 

a=0 

Hier  bedeuten  Ba,  Bx  •  •  •  B1  von  x,  y,  z  unabhängige  Factoren.  Dividirt 
man  diese  Gleichung  durch 

^(U+v,  +v2-'-)0c(U-  ■  -)0, 
so  wird,  wie  bereits  bewiesen  ist, 

eine  mit  dem  Factor  rjku, 

a(U-.-); 

eine  mit  dem  Factor  rji„  behaftete,  also  das  Product  beider  Quotienten 

eine  mit  dem  Factor  rjkl  behaftete  algebraische  Function    von  x,  y,  z. 

Dies  gilt  von  jedem  Gliede,   also  auch  von  der  Summe;    es  ist   daher 

«f(ET+«1...)»*CD'+«k---)j 

.  ,&+*+  +  •  ■•  ^(0^"^  R  {x>  y>  *> 

Wir  bilden  in  derselben  Weise  den  Quotienten: 

GJU-j-Wi-  -.)m  ff  (U+w2-  ■  -)n 
a  (U  -f  Wi  -f  w2  ■  •  )0  c  ( U  ■  ■  -)o 

Dieser  muss  sich  darstellen  lassen  durch  eine  mit  dem  Factor  rjmn  be- 
haftete algebraische  Function  von  x,  y,  z.  Wenn  wir  nun  zwischen 
den  vier  Systemen  von  je  drei  Constanten: 

V\  )  V\->  V\"l       V2>  V2->  V2 5       Wlt  Wii  W\"'l       W'i7  W2>  W-i" 

die  drei  Relationen  annehmen: 

V\     ~\~  V2    =  W\    -f"  W2t 
Vi     +  V2   =  Wi    +  Wi) 

Vt"+  v.:'=w{"-t-tv2", 

so  werden  die  Nenner  beider  Quotienten  einander  gleich;  wir  er- 
halten daher: 

»(p+«,-),«(g+^; =  Vklm* R  {x>  y> 9): 

Damit  ist  der  anfangs  ausgesprochene  Satz  für  r  =  2  bewiesen. 

Um  nun  zum  Beweise  des  allgemeinen  Theorems  zu  gelangen, 
nehmen  wir  an,  dasselbe  sei  bewiesen  für  den  Fall,  dass  das  Product 
aus  r  —  1  Factoren  besteht.  Wir  sondern  vom  Zähler  von  Q  einen, 
vom  Nenner  zwei  Factoren  ab: 
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0  = 


«  =  2 

Demnach  können  wir,  indem  wir  im  Zähler  und  Nenner  einen  Factor 

6  (ü  +  IV0  +  Wx   —  V0  •  •  -)o 

hinzufügen,  den  Ausdruck  Q  in  die  beiden  Factoren  zerlegen: 

_  a  (U  ~*~  v° '  '  'ko  a  (U~*~  w°  "*"  Wi  ~  v°  ' '  '^° 
Vi  —  -   ~  a{ü  +  Ui  ü  +  «-,  ■  •  \        ' 


_  a{U+Vi---)kl  FT  I  c(U  +  va'--)ka 

^        fflD-+w0+u;1-t>0---Jo/=4  1«  (&■+«>«• 'Ol,' 
Setzen  wir  nun 

0    0   1    ^=  ^1  5  1     2   '   '    '      ' — 1  "2    3   '    *  *     r  —  1  ^2  > 

so  sind  zunächst  für  den  ersten  Ausdruck  Qx  die  drei  Voraussetzungen 

des  Satzes  erfüllt;  und   da   wir  denselben  für  r  =  2  bewiesen  haben, 

so  ist  Qx  eine  mit  dem  Factor  rjmi  behaftete  algebraische  Function  von 

x,  y,  8.     Aber  auch  für  den  zweiten  Factor  sind  die  Voraussetzungen 

erfüllt-,  denn  da 

>■  —  i 

/>j    (?a  —  Wa)  =  0 

<z  =  0 

angenommen  ist,  so  ist 

/•  —  i 

V\  —  wQ  —  w,  -f  vq  +  ^  C1'«  —  •*«)  —  °- 

Nehmen  wir  also  an,  dass  der  Satz  für  Producte  von  r  —  1  Factoren 
bewiesen  sei,  so  folgt,  dass  Q.2  eine  mit  dem  Factor  ?/TO,  behaftete  alge- 
braische Function  ist.  Nun  ist  m1  m2  =  m\  es  ist  also  rjmi  ^  eine 
mit  rjm  behaftete  Function  von  (x,  y,  e).  Daraus  erkennt  man,  dass 
das  Product  Q  durch  Multiplication  mit  dem  Factor  rjm  in  eine  ratio- 
nale Function  von  #,  y,  z  übergeht.  Wenn  also  der  Satz  gilt,  für 
Producte  von  r  —  1  Factoren,  so  ist  er  auch  richtig  für  Producte  von 
r  Factoren.  Da  er  nun  für  r  =  1  und  r  =  2  bewiesen  ist,  so  gilt 
er  allgemein. 

§  21. 
Wir  gehen  jetzt  über  zur   Definition   der  Abel'schen  Functionen 
dreier  unabhängiger  Veränderlichen  ■?/,  n' ,  a" .  Wenn  wir  in  der  Function 

6  (m  ,  u,  u")k 
die  Argumente  um  ein  Periodensystem  2to,  2to',  2af"  vermehren,   so 
ändert  sich  dieselbe  um  den  Factor: 

( \\-\l>tk  —  qdk)  gi?(«,w',«";pg)# 


1 1 2       Abriss  einer  Theorie  der  Abersehen  Functionen  dreier  Variabein. 

Der  Quotient 

ff  (u ,  u,  u")k 

a  (u,  !*',  >>" 
ändert  also  nur  sein  Zeichen;  und  zwar  ist 

ff  (u  4-  2s>  •  •  •),.  ~r      i-      i         ,i-     ,ii  ff  (»  •  •  •)* 

k    =  (  —    \)£[p(ek—il)-q(äl  —  dl)\ 


ff  (W  +  2  £3  •  •  •),  v  &(«•••), 

Bilden  wir    nun   ein   Product   von   beliebig  vielen  ö- Quotienten,   und 
stellen  für  jeden  Factor  diese  Gleichung-  auf: 

ff  (u  +  2a  •  ■  •)*«  =         ^[pC*«-«'«)-««»*«-*"*)]  c  (M'  ")tg 

•ff(M+2S  •  •  .)lo  ^  ff  («••■);« 

(«  =  0,     1  •  .  .  r  -  1), 
so  fügeu  sich,  wenn  wir  den  aus  sämmtlichen  Indices  /.„,  lu  zusammen- 
gesetzten Index  mit  m  bezeichnen,  die  r  Summen 

2  [p  («*«  —  £la)  —  q  (öktt  —  dla)] 
zu  einer  einzigen  zusammen : 

2  [p  sm  —  q  dm] ; 

es  ist  also,  wenn  wir  das  Product 

i 


um 


mit  Q  (w,  u,  u")  bezeichnen: 

Q  0  4-  2 is ,  u  +  2ar',  m"  +  2-ör")  =  (—  l)^(p»m-?<Jm)  £  (M,  w'}  w"). 
Dieselben  Gleichungen  bestehen,  wenn  wir  unter  Q  (u,  u,  u")  die  all- 
gemeinere Function 


n1  [g(M+  va---)ka\ 
,  (ff(w  +  u;a  ...)Iaj 


or  =  0 

versteheu,  wenn  nur  zwischen  den  Constanten  v  und  w  die  Gleichungen 
bestehen: 

r  —  1 

(««    —    Wa)  =  0 , 

(  =  0 
1 


r  —  i 

2 


2  <v  ■■  •O  =  °> 


a  =0 
r  —  1 

a  =  0 


(r«"  —  «o«")  =  0. 


Dies  ist  eben  so  leicht  zu  beweisen. 

Wir  denken  uns  nun  die  2  r  Indices  ka,  la  so  gewählt,  dass  durch 
Zusammensetzung  aller  der  Index  Null  hervorgeht;  dann  sind  die  sechs 
Grössen  sm  und  d'n  sämmtlich  Null;  daraus  geht  hervor,  dass  unter 
dieser  Voraussetzung  die  Function  Q  eine  periodische  ist. 
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.lode  so  gebildete  periodische  Function  und  jede  rational  aus 
solchen  Quotienten  gebildete  nennen  wir  eine  Abel'sche  Function  der 
\  rgumente. 

Aus  dieser  Definition  folgt  unmittelbar  folgender  »Satz  : 

Ist  <p  (w,  u,  u")  eine  beliebige  Abel'sche  Function  und  sind  w,  U 
drei  willkürliche  Contanten,  so  ist  cp  (u  -\-  iv,  11  -f-  w',  u"  -f-  w")  eben- 
falls eine  Abel'sche  Function. 

Der  im  vorigen  Paragraphen  bewiesene  Salz  führt  nun  anmittelbar 
zu  der  algebraischen  Darstellung  der  Äbel'schen  Functionen  durch  eine 
Anzahl  von  Grössensystemen  (x0,  y0)  0O),  (xlfyti0i)  etc.,  die  der 
Gleichung  L  =  0  genügen.  Aus  diesem  Satze  geht  nämlich  Folgendes 
hervor: 

Setzt  man  in  dem  Ausdrucke  irgend  einer  Abel'schen  Function 
<p  (w,  u,  u")  für  die  Argumente  die  Integrale  erster  Gattung  fdU, 
jdU',  jdXJ",  ausgedehnt  von  einer  als  fest  gedachten  unteren  Grenze 
(a,  b,  c)  bis  zu  einer  willkürlichen  oberen  (x,  y,  z),  so  verwandelt  sich 
die  Abel'sche  Function  in  eine  rationale  Function  von  (x,  y,  z). 

Setzt  man  nun  für  jedes  der  Argumente  nicht  ein  Integral,  son- 
dern eine  Summe  von  Integralen,  die  alle  aus  derselben  Differential- 
function  entspringen: 

n  =  ]?J\(IU), 

(*«»y«i  -. ■' 

u"  =  ^  j\dü"), 
"    taBlft... 
so    wird    die  Abel'sche  Function    eine   rationale   Function    sämmtlicher 
oberen  Grenzen  (xa>  yu,  zu).    Denn  sondern  wir  von  den  aufgestellten 
Summen    diejenigen    Integrale    ab,    deren     obere    Grenze    der    Punkt 
(#a,  y<x,  0a)  ist,  so  erhalten   wir: 

u=j{dU)  +  w, 

(aa>K>  ' 

_■'■  •  y«**J 
M'=  f(dU')  +  w\ 

Schottky,  Abel'sche  i'uuct.  8 
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u"  =  I  (d  U")  -\-  iv". 

Nehmen  wir  nun  xa,ya,ztt  allein  als  veränderlich,  die  übrigen 
Werthsysteme  als  constant  an,  so  sind  auch  w,  w\  w"  drei  constante 
Grössen  und  cp  (u  -f-  w,  u'  -f-  w',  u"  -\-  iv")  jedenfalls  eine  Abel'sche 
Function  von  u,  v' .  <<" .  Hetzt  man  hier  für  ü,  v\  u"  die  von  (aa,  ba,  ea) 
bis  (xa,  ya,  ztt)  ausgedehnten  Integrale  ein,  so  verwandelt  sich,  dem 
ausgesprochenen  Satz  zufolge  cp  (ü  -f-  iv  ■  ■  •)  in  eine  rationale  Function 
von  (xa,  ya,  za).  Es  ist  aber  dann  u  -f-  w  =  u,  u'  -\-  w  =  u, 
>("  -J-  w"  =  m";  folglich  erkennen  wir,  dass  durch  die  »Substitution  der 
Integralsummen  für  die  Argumente  die  Abel'sche  Function  cp  (u,  u,  u") 
in  eine  rationale  Function  von  (xa,  ya,Za)  übergeht. 

Wir  können  nun  die  Formeln  für  die  Darstellung  der  Argumente 
in  folgender  Weise  schreiben: 

u  =  y'Aü   (%u,  IIa,  0a)  —  U   (aa,  ba,  ctt)  \ , 

a  } 

U    =  ^  I  V   (xa,  ya,  0a)  —    ü'    (da,  ba,  C„)  [•  , 

a 

a 

wenn  wir  unter  U  (x,  y,  z),   U'  (x,  //,  .:  |,  U"  (x,  y,  z)  die  drei  Integrale 
verstehen : 

/  '  HA  ('HA  ('IIA 

jMgB'     j27cgB>  J  2kgB' 

Daraus  geht  hervor  —  wenn  wir  auf  die  volle  Vieldeutigkeit  der  In- 
tegrale Rücksicht  nehmen  —  dass  die  Argumente  u ,  u,  u"  sich  nur  um 
ein  Periodensystem  ändern,  wenn  zwei  der  Werthsysteme  (xa,  ya,  za) 
mit  einander  vertauscht  werden.  Die  Abel'schen  Functionen  bleiben 
mithin  vollständig  ungeändert,  wenn  die  Werthsysteme  {xa}ya,za)  beliebig 
unter  einander  vertauscht  werden.  Demnach  ergiebt  sich  folgender  Satz: 
Setzt  man  für  die  Argumente  u,  u,  u"  irgend  einer  Abel'schen 
Function  cp  (u,  u,  u")  die  Integral-Summen: 

(        xaVaZa 


*-2]f(*v) 


=  2 


U  (,rl(.  >),,,  0a)  —  U  (aa,  ba,  ca)[  etc 


ein,  so  verwandelt  sich  dieselbe  in  eine  rationale  und  symmetrische 
Function  sämmmtlicher  Werthsysteme  (xa,  ya,  0a)-  Es  sind  also  jetzt 
die  Abel'schen  Functionen  nicht  nur  allgemein  definirt,  sondern  es  ist 
auch  die  Grundlage  gegeben  zu  ihrer  Darstellung  durch  symmetrische 
Functionen  einer  Anzahl  der  Gleichung  L  =  ()  genügender  Werthsysteme. 
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§  22. 
Es  ist  klar,  dass  je  nach  der  Anzahl  der  Integrale,  die  man  zur 
Darstellung  der  Argumente  verwendet,-*ind  nach  der  Wahl  ihrer  unteren 
Grenzen,  die  Darstellung  der  Abel'schen  Functionen  verschieden  aus- 
fallen muss.  Die  volle  Veränderlichkeit  isi  gewahrl  .  wenn  man  die 
Arguniente  durch  .Summen  von  je  drei  Integralen  ausdrückt  mit  be- 
liebigen, alier  fest  gewählten  unteren  Grenzen.  Nimmt  mau  eine  der 
unteren  Grenzen,  oder  beide,  noch  als  willkürlich  veränderlich  an. 
würden  sogar  zwei  Integrale  ausreichen.  Die  Methode  zur  Darstellung 
der  ö-l'unctionen,  welche  im  Folgenden  benutzt  wird,  i^t  anwendbar 
unter  allen  diesen  besonderen  Annahmen.  Wir  machen  diejenige  An- 
nahme, welche  zur  Darstellung  der  ö-Quotienten  in  der  Weber'schen 
Form  führt,  weil  wir  bei  dieser  Annahme  keinerlei  algebraischen 
Schwierigkeiten  begegnen.     Es  seien 

Oo ,y*,z<y),   (^ ,  y\ ,  *i ) ,   («2 .  y-2 ,  h) >   03 >  y-i .  ~  : 

(",. ,  h ,  c0) ,    (a, ,  o, ,  Cj),     {a.2 ,  b2 ,  c,) ,     (as ,  b3 ,  c3) 
acht  Werthsysteme,  die  der  Gleichung  L  =  0  genügen:  die  vier  oberen 
sehen  wir  als  veränderlich,  die  übrigen  als  feste  Punkte  des  Gebildes  an. 
Wir  setzen  dann: 


(52) 


/.  =  o 


3     f 

u   =  £  \ü  -     I        ■>.!>.< 

h  =  0    *■ 

u"  =  2\  \  U"  (ock,  y,,,  zh)  —  ü"  (ah,  bh,  ch)  \ . 

Es  wäre  erlaubt  —  wovon  wir  indess  keinen  Gebrauch  machen  — 
ohne  die  Veränderlichkeit  der  Argumente  zu  beschränken,  eins  der 
vier  Werthsysteme  [xh,  yh}  zh)  als  constant  anzunehmen,  lieber  die 
vier  unteren  Grenzen  haben  wir  freie  Verfügung.  Wir  beschränken 
dieselben  durch  die  Bedingung,  dass  es  eine  homogene  Function  dritter 
Ordnung  H  geben  soll,  die  an  diesen  vier  Punkten  verschwindet  und 
ausserdem  an  den  sämmtlichen  Doppelpunkten.  Diese  Function  muss 
die  Form  haben: 
(53)  H  =  AH  +  BH'  -f  CH"; 

denken  wir  uns  also  die   andere  Gleichung  31  =  < »  zu  Grunde  gelegt, 
so  sind    die    unteren  Grenzen    der  Integrale   angenommen    als  die  vier 
Schnittpunkte  der  Curve  M=0  mit  einer  gegebenen  Graden  H  =  0. 
Wir  setzen  nun  zur  Abkürzung: 

ü  (.>:, .  ,/  .  :  i  =  Uh]     U (ah,  h,  ch)  =Vfl    (A  =  0, 1,  2,  3  : 
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ebenso 

TT'  (xh,  yh,  eh)  =  TT,!,     TT'  {ah}  bh,  ch)  =  Vh', 
TT"  (xh,  yh,  yh)  =  TT,",     TT"  (ah,  bh,  ch)  =  Vh". 

Als   untere  Grenze   wird    in  allen  Integralen  derselbe  feste  Punkt 
angenommen.     Dann  ist: 

3 

(54)     u=^{Uk-Vh),    ^-2^'-^    u=^(Uh"-Vh"). 

h  =  0  h  h 

Diese  Ausdrücke  denken  wir  uns  in  irgend  eine  der  64  Functionen 
6  (u,  u',  u")m  eingesetzt.  Nehmen  wir  die  drei  letzten  Werthsysteme 
(xh,  yh,  zh)  als  constant  an,  so  ist  a  (u,  u,  u")m  eine  Function  von 
(x0 ,  y0  ,  zQ)  allein ;  und  zwar  kann  diese  Function  so  dargestellt  werden : 

o  (u,  u,  u")m  =  6  ( ü0  +  W ,     Üq  +  w\     U0"  +  w")m , 
wo 
ü0  =  U(x0,yn,  z0),     U0'  =  TT'  (a?0,  y0,  z0),     TT0"  =  TT"  (x0>y0)  z0) 

ist,  und  w ,  w',  w"  drei  Constanten  bedeuten,  definirt  durch  die  Glei- 
chungen : 

ux  +  u2  +  U,-  (v0  +  vt  +  v2  +  r,)  =  «, 
u;  +  u;  +  u,'  -  (F0'  +  v;  +  r,-  +  f/)  =  *-, 

17/'+  ?72"+  Di"-  (F0"+  F/'+  F2"+  V{)=w". 
Wir  verstehen  nun  unter  n  einen  beliebigen  der  28  ungraden  In- 
dices,  und   bilden  den  Quotienten : 

(*>;        V      ff(üo_i    ...  ,ß,r,     F1...)nMü0-Fa..)M<T(r70-F3..)B* 

Dieser  muss  sich,  da  die  Gleichungen 

w  _  XJX  _  j^  _  jj^  +  Fo  +  Fj  +  Fa  +  Fa  =  0|  etc< 

erfüllt  sind,  dem  in  §  20  bewiesenen  Satze  zufolge  darstellen  lassen 
durch  eine  algebraische  Function  von  (x0 ,  y0}  e0),  die  durch  Multi- 
plication  mit  dem  Factor  rjmn  in  eine  rationale  übergeht.  (Unter  rjmn 
verstehen  wir  dieselbe  Function  von  (x(),  y0,  z0),  die  >/,„„  von  (x,  y,  z)  ist.  | 
Wir  wollen  (x,  y,  z)  anstatt  des  veränderlichen  Werthsystems 
(xQ,  yn,  z0),  und  entsprechend  TT,  TT,  TT"  für  U(),  ?70',  U0"  schreiben. 
Untersuchen  wir  jetzt,  an  welchen  Stellen  der  Quotient  Q  verschwindet 
und  unendlich  wird.  Bis  auf  den  Factor  6  (TT  +  w  •  •  -)m,  der  nirgends 
unendlich  wird,  sind  alle  Grössen,  die  in  dem  Ausdruck  Q  vorkommen, 
specielle  <7-  Functionen  von  der  früher  betrachteten  Art,  die  in  dem 
Punktepaare  (n),  und  ausserdem  jede  nur  noch  an  einer  Stelle  ver- 
schwinden; nämlich  6 (TT —  £/",-••)„  im  Punkte  (xl,yvzl),  6 (TT — U.2---)„ 
im  Punkte  (x2)  y2,  e2)}  6  (TT —  V0  •  •  ■)„  im  Punkte  (a0,  b0,  cu)  etc. 
Der  Nenner    von  Q    verschwindet  also   in   den    vier    von    den  Doppel- 
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punkten  verschiedenen  Nullpunkten  der  Fnnction  H  von  der  ersten 
Ordnung,  und  in  dem  Punktepaare  (n)  von  der  vierten  Ordnung;  der 
Zähler  verschwindet  in  dem  Punktepaare  (n)  von  der  dritten  Ordnung, 
und  in  den  drei  Punkten  (Xh}  >ji,,  '-,,)  (h  =  1,2,3)  von  der  ersten 
Ordnung.  Oer  Quotienl  ist  eine  algebraische  Function,  die  überall 
den  Charakter  einer  rationalen  hat;  die  Anzahl  ihrer  Nullpunkte  muss 
daher  gleich  der  Anzahl  der  Stellen  sein,  in  denen  sie  unendlich  wird; 
daraus  folgt,  dass  die  Function  a  (m,  u\  >t"  im,  als  abhängig  von  einem 
der  Werthsysteme  (./•/,,  y,n  .:,,)  aufgefasst,  an  drei  Punkten  verschwindet. 

Demnach  ist  der  Quotient  Q  als  Function  von  '(%,  y,  z)  definirt 
durch  folgende  Bedingungen: 

Erstens.  Durch  Multiplication  mit  dem  Factor  r\mn  geht  Q  in 
eine  rationale  Function  von  (x,  y ,  z)  über. 

Zweitens.  Q  wird  unendlich,  und  zwar  von  der  ersten  Ordnung, 
nur  in  sechs  Punkten,  nämlich  den  vier  von  den  Doppelpunkten  ver- 
schiedenen Punkten,   in  denen  H  =  0  ist,   und  dem  Punktepaare  (n). 

Drittens.  Q  verschwindet  in  den  drei  willkürlich  gegebenen  Stellen 
{xh,yh,  sh)  (/*=  1,  2,  3). 

Durch  diese  Bedingungen  ist  die  Function  Q  bestimmt  bis  auf 
einen  von  (x,y,z)  unabhängigen  Factor.     Dies  wird  so  bewiesen: 

Angenommen,  dass  die  Function  Q  durch  die  aufgestellten  Be- 
dingungen noch  nicht  bestimmt  wäre,  so  niüsste  es,  wie  auch  die 
Punkte  (a?A,  y!n  zh)  gewählt  sind,  zwei  Functionen  Q  und  Q'  von  nicht 
constantem  Verhältniss  geben,  die  den  Bedingungen  genügen.  Wir 
bestimmen  zuerst  eine  solche  Function  Q.  Diese  verschwindet  an 
sechs  Stellen;  also  ausser  den  Stellen  (xh,  y/l}  zh\  in  drei  ferneren 
(#//?  Vh,  Zh)  (/i=l,2,3).  Setzen  wir  nun  in  den  gegebenen  Be- 
dingungen diese  neuen  drei  Stellen  an  Stelle  der  Punkte  (zh)  yln  #A), 
so  ist  zunächst  Q  eine  Function  der  verlangten  Art.  Dann  aber  niüsste 
eine  zweite  Function  Q'  existiren,  die  ebenfalls  den  Bedingungen  ge- 
nügt,   und   deren  Verhältniss   zu  Q  nicht  constant  ist.     Der  Quotient 

q   wäre  dann  eine  rationale  Function,  die  nur  an  den   drei  willkürlich 

gewählten  Stellen,  und  zwar  von  der  ersten  Ordnung,  unendlich  wird. 
Eine  solche  Function  existirt  aber  nicht. 

Die  Aufgabe,  die  Function  Q  darzustellen,  wird  nun  dadurch  ge- 
lost, dass  man  vier  specielle  Functionen 

autstellt,  zwischen  denen  keine  lineare  Gleichung  besteht,  und  die  den 
ersten  beiden  Bedingungen  Genüge  leisten.  Dies  ist  sehr  leicht,  wenn 
wir  den  von  Herrn  Weber  in  die  Theorie  eingeführten  Begriff  der 
Wurzelfunctionen  anwenden.  Wir  sehen  hierbei  nicht  .».  //.  e}  sondern 
/'/,  //,  H  als  ursprüngliche  Veränderliche  an. 
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Es  sei  >•  eine  gegebene  positive  ganze  Zahl.  Dann  können  wil- 
den Index  m  auf  verschiedene  Arten  in  ein  Product  von  r  uugraden 
Indices  zerlegen: 

m  =  abc  ■  ■  •  c,     m  =  a'b'c  •  •  •  e  etc. 
Diesen  Zerlegungen  entsprechend  kann  man  die  Producte: 

P  =  yHayWöj/Hc  ■  •  •  ////,,     P'  —  }  H„Vm.  •  •  •  YWe-,  etc. 
bilden.     Jedes   dieser  Producte   und  jedes   lineare  Aggregat   derselben 
cP  -f-  c  P'  -\-  etc.  nennt  Herr  Weber  eine  Wurzelfunction  rter  Ordnung 
mit  dem  Index  m. 

Für  r  =  1  giebt  es  nur  dann  Wurzelfunctionen,  wenn  der  Index  m 
ungrade  ist,  und  zwar  auch  dann  nur  die  Grösse  f/Hm  oder  c]/Hm  selbst. 
Für  /•  =  2  sind,  wenn  m  =  0  ist,  die  Wurzelfunctionen  identisch  mit 
den  aus  H,  H,  H  linear  gebildeten  Ausdrücken;  es  giebt  also  für 
m  =  0,  r  =  2  drei  linear  unabhängige  Wurzelfunctionen.  Ist  dagegen 
r  =  2,  und  m  von  0  verschieden,  so  wissen  wir  aus  §  9,  dass  sich 
sechs  Producte 

J/Kj/Hh  j/Hal/Hö-  etc. 
bilden  lassen,  von  der  Beschaffenheit,  dass  ab  —  ab'  etc.  =  m  ist, 
dass  aber  zwischen  je  dreien  derselben  eine  lineare  Gleichung  besteht. 
Die  Anzahl  der  linear  unabhängigen  Wurzelfunctionen  zweiter  Ord- 
nuug  mit  dem  Index  m  ist  also  gleich  3,  wenn  m  =  0  ist,  =  2,  wenn 
m  von  0  verschieden  ist. 

Ueber  die  Wurzelfunctionen  gelten  nun  folgende  allgemeine  Sätze: 

I.  Der  Quotient  zweier  Wurzelfunctionen  gleicher  Ordnung,  deren 
eine  zum  Index  m ,  die  andre  zum  Index  n  gehört,  ist  eine  mit  dem 
Factor  rjmn  behaftete  algebraische  Function;  also  eine  rationale,  wenn 
m  =  n  ist. 

Dies  ist  unmittelbar  einleuchtend,  da  der  Quotient  je  zweier 
Glieder  des  Zählers  und  Nenners  eine  mit  dem  Factor  ?/,„„  behaftete 
Function  ist.  Dividirt  man  ferner  eine  Wurzelfunction  >'ter  Ordnung 
durch  eins  ihrer  Glieder: 

]/HayHb-.-]/ll  . 
so  verschwindet   der  Nenner  genau  in  2  r  Punkten,   nämlich   den   Be- 
rührungspunkten der  r  Doppeltangenten  Ha  =  0,  Hb  =  0  •  •  •  lle  =  0; 
da  der  Quotient  eine  rationale  Function  ist,  so  inuss  auch  der  Zähler 
in  eben  so  vielen   Punkten  verschwinden.     Es  gilt  also  der  Satz: 

II.  Jede  Wurzelfunction  rter  Ordnung  verschwindet  in  2>- Punkten. 
Daraus  wiederum  geht,  für  r  >  2,  hervor: 

III.  Die  Anzahl  der  linear  unabhängigen  Wurzelfunctionen  rivr 
Ordnung  mit  dem  Index  m  ist  nicht  grösser  als  2r—2.  Oder:  Zwischen 
je  2  r      1  Functionen  dieser  Art  besteht  eine  lineare  homogene  Gleichung. 
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Denn  wenn  wirklich  2r — 2  linear  anabhängige  Functionen  di< 
Art   existiren,    so    lässl    3ich    eine    Wurzelfunction    rter  Ordnung    mit 
dem  Index?»  bestimmen,  die  an  2r  —  3  willkürlich  gewählten  Punkten 
Pu  Vi  '  '  "  Pir—s  verschwindet.    Diese  verschwindet  m  nur  noch 

in  drei  Punkten  p%r— 2,  pj,-i,  ]>-,-■  Wir  nennen  diese  Function  IT 
und  bilden  nun  eine  zweite  Function  W  derselben  Art.  die  an  den 
2r  —  3  Stellen:  ;>_  .  /'_._i,  ptr-i,  p-,  s*  ■  •  P4  verschwindet.  Ange- 
nommen nun,    dass  der  obige  Satz  nicht  richtig  wäre,  so  würden  wir 

IC 
W  so  bestimmen  können,  dass  das  Verhältnis-    ...  keine  Constante 

dieses  Verhältniss  ist  aber  jedenfalls  eine  rationale  Function,  nach  dem 
ersten  Satze;  wir  hätten  also  eine  rationale  Function,  die  nur  au  den 
drei  willkürlichen  Stellen  p{ ,  p2 ,  p3 ,  und  zwar  von  der  ersten  Ordnung, 
unendlich  wird.     Dies  ist  unmöglich. 

Aus  dem  letzten  Satze  geht,  für  r  =  3,  hervor,  dass  es  nicht  mehr 
als  vier  linear  unabhängige  Wurzelfunctionen  dritter  Ordnung  mit  dem 
Index  m  giebt.     Diese  können  wir  auf  folgende  Weise  bilden. 

Wir  wählen  irgend  einen  Index  p  von  der  Beschaffenheit,  dass 
pm  grade  ist,  und  zerlegen  p  in  zwei  ungrade  Indices  k}  I.  km  und 
Im  sind  dann  von  0  verschieden,  denn  wäre  z.  B.  hm  =  0,  so  wäre 
klm  ==  /,  was  nicht  möglich  ist,  da  klm  als  grade,  l  als  ungrade  voraus- 
gesetzt ist.  Es  giebt  deshalb  genau  zwei  linear  unabhängige  Wurzel- 
funetionen  zweiter  Ordnung  mit  dem  Index  lern,  und  zwei  mit  dem 
Index  Im.  Wir  bezeichnen  von  diesen  vier  Functionen  (die  im  Uebrigen 
behellig  gewählt  sein  können)  die  beiden  ersteren  durch  A.  .  II.  .  die 
letzteren  durch  Aim,  Biln.     Es  sind  dann 

56)  pm  =  Ai  /  //.,  qm  =  BklnYHk,  rm  =  J  ]H.  -  =  B  /  H. 
vier  Wurzelfunctionen  dritter  Ordnung,  von  denen  wir  behaupten,  dass 
sie  von  einander  linear  unabhängig  sind. 

Denn  angenommen,  es  bestehe  zwischen  ihnen  eine  lineare  Glei- 
chung ,  so  würde  also  eine  Gleichung  existiren  von  der  Form : 

wkmyH~k+  ir  /  b;  = 

wo    W;      eine    Wurzelfunction    zweiter   Ordnung  mit   dem    Index  fem, 
Wim  mit  dem  Index  Im  bedeutet.    Aus  dieser  Gleichung  geht  hervor, 
dass  Wim  in  den  beiden  Berührungspunkten  der  Tangente  H-,  =  0 
schwinden  müsste.    Zerlegen  wir  jetzt  den  Indes  km  in  zwei  ungrade 
Indices  a,  b  und  bilden  das  Product 

W      I   II  l   II  . 
so   lässt    sich   dieses,   einem    in  §  9   bewiesenen  Satze    zufolge  (S.  63) 
darstellen    durch   eine    homogene    quadratische    Function    der   Grössen 
H,  H,  H.     Es   müsste   also    eine   homogene    quadratische    Function    G 
dieser   Grössen    existiren,    die    in    den    sechs   Berührungspunkten    der 
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Taugeuten  Ha,  Hb-  Hh  verschwindet.  Es  sei  d  ein  neuer  ungradei 
Index.     Bilden  wir  dann  den  Quotienten: 

G^ 

so  hätten  wir  in  diesem  eine  rationale  Function  der  Verhältnisse 
H :  H :  H ,  die  nur  in  Berührungspunkten  der  Tangente  Hd  —  0  un- 
endlich wird,  und  zwar  von  der  zweiten  Ordnung.  Functionen  von 
derselben  Beschaffenheit  sind 

H         H_       H 

ny   Hd'  Ed 

Zwischen  diesen  vier  Grössen  muss  eine  lineare  homogene  Relation 
stattfinden.  Denn  wir  würden  sonst  ein  Aggregat  derselben  bilden 
können,  welches  nur  vom  zweiten  Grade  ist.     Es  muss  also 


G2  \JL_l  /,'  H    >rJL 

H..H,.H,H.,  —       #,~r  "  11,  "t    "'  H> 


oder: 


G2  =  HaHbHl  {AH+  BH  +  CH) 
sein,  wo  A,  B,  C  constante  Coefficienten  bedeuten.  Aus  dieser 
Gleichung  geht  hervor,  dass  die  Linie  AH  -f-  BH -\-  CH  =  0  eben- 
falls eine  Doppeltangente  sein  muss.  Da  es  aber  nur  die  28  Doppel- 
tangeuten giebt,  so  muss  AH  -f-  BH  -j-  CH  —  Hc  sein,  wo  c  einen 
der  28  ungraden  Indices  bedeutet. 
Wir  erhalten  demnach 

G  =  }  ll„\  ll„\  U,\  11  . 

oder,  da  G  =  j/B„!  Hh  Akm  ist, 

A^^j/Hci/Ht. 
Nun  ist 

- '  *  /,/ 

eine  mit  dem  Factor  rjkimc  behaftete  Function.  Ist  diese  constant,  so 
muss  leime  —  0,  oder  Jclm  =  c  sein.  Dies  aber  widerspricht  unsern 
Voraussetzungen;  denn  wir  haben  den  Index  klm  als  grade  ange- 
nommen ,  und  der  Index  c  ist  ungrade. 

Dadurch   ist   bewiesen,    dass   zwischen   den  vier   Grössen  pm}  q,„ 
>'„<,  Sm}  welche  wir  aufgestellt  haben,  keine  lineare  Gleichung  besteht. 
Dividiren  wir  jetzt  jede  derselben  durch    das  Product  H//1/,,,  welches 
eine  Wurzelfunction  dritter  Ordnung  mit  dem  Index  u  ist,  so  ist  jeder 
der  Quotienten 

'))  'I  v  * 

.r/.\  ;>  -i  in  ,i  'in  i,  m  c< 


"VK  H/   En  H, .-H\'  H/Hn 
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nach  dem  ersten  Satze  eine  mit  dem  Factor  >,  behaftete  algebraische 
Function,  die  offenbar  nur  in  den  vier  Schnittpunkten  der  Linie  H  =  0 
uml  den  beiden  Berührungspunkten  der  Tangente  Hn  =  <>  unendlich 
wird,  an  allen  sechs  Punkten  nur  von  der  ersten  Ordnung.     Diese  vier 

Functionen  genügen  also  den  ersten  beiden  Bedingungen,  welche  für 
die   Function    Q  aufgestellt    worden    sind.      Dasselbe    gilt    von    jedem 
linearen  Aggregat  derselben;  und  da  zwischen  P,  .  Q   .   R    .    s„  keine 
homogene  lineare  Gleichung  besteht,  so  können  die  Coefficienten  di 
Aggregats: 

APm+  BQm+  GRm-\r  Dß 
so  bestimmt  werden,  dass  dasselbe  in  den  Punkten  (xn ,  y„ ,  zh){]i=\,2.'-'< 
verschwindet.    Damit  ist  aber  die  Function  Q  bis  auf  einen  von  (./;,  >/.  : 
anabhängigen  Factor  bestimmt. 
Wir  bezeichnen  durch 

«      m    jW    sw 

*m  '        -O/i  '         m  '  m 

die  Werthe,  welche  die  Wurzelfunctionen  pm)  q,„,  rm,  sln  annehmen, 
wenn  (xh  ,  ytl,  zh)  für  (x,  y,  z)  gesetzt  wird.  Die  Verhältnisse  der  Coef- 
ficienten J,  1),  Cj  D  sind  dann  bestimmt  durch  die  drei  Gleichungen : 

4p«  +  BC  +  Cr«  +  DS«  =0  (Ä  =  1,  2,  3). 

Die  Function   Q  nimmt  also  die  Form  an: 

)'  'J  '  S/H 

,,"        .  .  . 

■L  in 

00  7 


«- 


h/  //.     r 


i  in 


wo  QQ  einen  von  x,  y,  &  unabhängigen  Factor  bedeutet.  \\  ir  führen 
jetzt  wieder  (x0,  >/n.  z0)  für  (x,  y,  z)  ein,  und  bezeichnen  die  Deter- 
minante : 


u 
Pm 

d 

0 

/• 

in 

Sn> 

pI 

i 
7 

1 

- 

■> 
r m 

in 

r 

m 

•) 
5 

in 

3 

P 

8 

in 

s3 

m 

(57)  ,  _       .,       mit  D 


Diese  Determinante  ist  eine  alteruirende  Function  der  vier  Werth- 
systeme.  Aufgefasst  als  Function  von  (x0}  y0,  80)  verschwindet  sie.  da 
sie  eine  Wurzelfunction  dritter  Ordnung  ist.  an  sechs  Punkten.  Von 
diesen  sind  drei  bekannt,  nämlich  die  Punkte  (%A,  y,,,  zh)  (h  =  1,  2.  .">  ; 
die  drei  übrigen  müssen  die  Nullpunkte  der  Function  6 ( U0  -f-  tu  •  •  •)«, 
oder  g(u,  u,  u")m  sein.  Nun  kommen  in  dem  Determinanten-Ausdruck 
Dm  die  vier  Punkte  (aA,  b„,  Ca)  gar  nicht  vor;  daraus  ergiebt  sich: 
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Die  drei  Funkte,  in  denen  die  Function  <j(u,  n',  u")m,  als  ab- 
hängig von  (x0,  y0)  0O)  auf'gefasst.  verschwindet,  sind  unabhängig  von 
der  Lage  der  die  Curve  M  ==  0  durchschneidenden  Linie  H  =  0. 

Wir  haben  also  jetzt  zur  Darstellung  der  allgemeinen  tf-Function 
folgende  Gleichung: 

3 

o(u}u,u")mJJ{e(UQ~Uh .-.).} 

h=i Vo  JJ„, 

n{«P.-r>»\)  =hV^' 

fc=0 

Diese  Gleichung  multipliciren  wir  im  Zähler  mit 

<?(Z7,  --  U,  ■  •  •)•  *(Ut  -U,--  -)n0(U,  -  U,  •  •  •)», 
im  Nenner  mit 

3  3  3 

Alle  diese  Factoren  sind  von  (#„,  v/„ ,  #„)  unabhängig;  es  ändert  sich 
also  auf  der  rechten  Seite  nur  der  Werth  des  von  (x0,  y{),  0O)  unab- 
hängigen Factors  Q0.  Endlich  ersetzen  wir  H°  (oder  H  {x0)  yin  ztl) 
durch  das  Product 

3  3 

y7{H(^,y*,«*)}  =  TIlH(k)}> 

fc=0  *=0 
3 

und  K -ET°  durch  /7  jV-ff^j  •     Dadurch  tritt  gleichfalls  zu  ^  nur  ein 

jfc = o 

von  (a?0,  v/() ,  #0)  unabhängiger  Factor  hinzu.  Auf  diese  Weise  er- 
halten wir: 

,   ,  „,   M{'(u*-ü>  ■•■>")         ^,„ 

jfc=OA=0  *  =  0 

wo  $0,  ebenso  wie  vorhin  $u?  einen  von  (#0,  ?/,,,  zt))  unabhängigen 
Factor  bedeutet,  und  H(X),  V H^  dieselben  Functionen  von  (xk,  ?/*,  #*) 
sind,   wie  H  und  ]/  Iln   von  (';/,•,  //. 

Nun  ist  leicht  einzusehen,  dass  der  Factor  Q0  nicht  nur  von 
(x0,  y{),  zQ),  sondern  auch  von  den  drei  übrigen  veränderlichen 
W  erthsystemen  unabhängig  ist.     Denn  es  ist 

o(Uk-  Uh-  ..)n  =  -6{Uh-  Uk---)n 
eine  alternirende   Function   der  beiden  "Werth Systeme  (xk,  yu,  Zk)  un(^ 
(X/,,  y,n  •?,,);  also  das  Product 

TJ{6{ük-    Uh  ...)»} 
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eine  alterniremle  Function    aller   vier   Werthsysteme.     Dieselbe  Eigen- 
schaft hat  die  Determinante  1),,,.     Die  übrigen  Factoreo  dagegen 

a(u,  u,  ll"  )mi 


Jt=0      li  =  U 


n 


sind  symmetrisch  in  Bezug  auf  die  vier  VVerthsysteme.  Es  muss  daher 
der  Factor  Q0  ungeändert  bleiben,  wenn  wir  die  vier  Werthsy steine 
{x,nyh,2h)  beliebig  unter  einander  vertauschen.  Nun  ist  Q0 unabhängig  von 
(x0)  y0,  0O);  daher  ist  er  auch  unabhängig  von  den  übrigen  drei  Werth- 
systemen,  d.  h.  eine  von  den  Argumenten  u,  u,  u"  unabhängige  Con- 
stante.  Bis  auf  diesen  constanten  Factor  ist  demnach  die  Function 
ff(w,  u,  u)m  vollständig  bestimmt,  und  gegeben  durch  den  Ausdruck: 

3         3 


Q0  l> 
(58)       (?(«.  u',  u  ),a  = 


nn\^    ?*■■■). 


//[H-,   ä*]       //|S,C'"""' 


Hiermit  ist  die  allgemeine  (^-Function  ausgedrückt  durch  die  früher 
deliiiirteii  speciellen,  in  denen  jedes  Argument  durch  ein  Integral  dar- 
gestellt wird.  Das  Wesentliche  dieser  Darstellung  ist,  dass  in  der- 
selben zunächst  ein  Factor  voransteht,  der  eine  algebraische  —  und 
/war  alternirende  —  Function  der  vier  Werthsysteme  ist,  die  nur  an 
testen  Stellen  unendlich  wird;  dann  der  Zähler  vier  transcendente 
Functionen 

3 

p  (**,  y*,  **)  —  fl^iU»  -Vk-  ..).]    (ä  =  0,  1.1'.  3 

enthält,  deren  jede  nur  von  einem  Werthsystem  abhängt;  endlich  der 
.Nenner  sechs  transcendente  Functionen  enthält,  deren  jede  nur  von 
zwei   Werthsystemen  abhängt: 

<p(Xh,  Vh,  *h  ■  %k,  .'/.<•   2k)  =  6{Uh  —   ük  •  ■  -)n, 

und  zwar  so,  dass  sie  ihr  Zeichen  ändert,  wenn  die  beiden  Werth- 
systeme vertauscht  werden. 

Bildet  man  jetzt  den   Quotienten  zweier   Functionen  <?(m,  u,  u 
so  erhält  man 

WO  C  einen  constanten  Factor  bedeutet.  Dm  und  D„  sind  alternirende 
Functionen    der   vier    Werthsysteme,    und,    wenn   wir  sie  als  abhängig 
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von  einem  derselben  auffassen,  begrifflich  fixirt  als  diejenigen  Wurzel- 
functionen  dritter  Ordnung  mit  den  Indices  m  und  n,  die  an  den  drei 
übrigen  Stellen  verschwinden.  Diese  Functionen  können  daher  in  sehr 
verschiedener  Form  ausgedrückt  werden ,  die  sich  aber  alle  nur  durch 
constante  Factoren  unterscheiden.  Wenn  wir  eine  bestimmte  Form 
der  Darstellung  gewählt  haben,  so  kommt  es  darauf  an,  den  Factor  C 
zu  bestimmen.  Wir  werden  zeigen,  auf  welche  Weise  dies  geschehen 
kann,  werden  aber  die  Untersuchung  nicht  durchführen,  weil  dieselbe 
kaum  von  wesentlichem  Nutzen  sein  würde.  Denn  obwohl  die  Grössen 
Dm  ihrem  Wesen  nach  einfach  definirt  sind,  so  sind  sie  doch  in  ihrer 
Form  zu  unsymmetrisch  und  complicirt,  als  dass  die  Einführung  dieser 
Ausdrücke  für  die  a-  Quotienten  in  algebraische  Probleme  —  wie  etwa 
das  der  Verihcation  der  6 -Relationen  —  vortheilhaft  sein  könnte. 

§  23. 
Einige  der  nun  folgenden  Sätze  beruhen  auf  einer  Umkehrung 
des  in  §  20  bewiesenen  Theorems.  Es  seien  wieder  U,  U'}  U"  die 
drei  Normal- Integrale,  ausgedehnt  von  einer  festen  unteren  Grenze 
(a,  l>,  c)  bis  zum  Punkte  (x,  y,  #),  und  wir  bilden  wieder  ein  Product 
von  a-  Quotienten 


V—  11    loiU+w.  ■■■),    ) 


«  =  0 


Die  "2 r  Systeme  von  je  drei  Constanten: 

Vtt,    Va,    VÜ'\    Wa,    IV«,    lVa"     (CC  =  0,     1    •   •    •  T  —    1) 

mögen  vorläufig  ganz  unbestimmt  bleiben;  das  Product  aller  Indices 
/.',  I  soll  wieder  mit  m  bezeichnet  werden.  Wir  nehmen  nun  an,  dass 
dieser  Quotient  sich  in  der  Form 

<biqmR(x,  y,g) 
darstellen    lasse,    wo    rjmR(x,  y ,  z)    eine  mit  dem   Factor  v\m  behaftete 
algebraische  Function  von  x,  y,  z  bedeuten  soll,  0  dagegen  eine  Func- 
tion, die  an  keiner  Stelle  Null  oder  unendlich  wird.    Es  lässt  sich  dann 
beweisen,  dass  die  Summen 

2(vtt   —  Wa),       2(Va    ~  »«'),       2(va"  —  lVa") 

gleich  einem  vollständigen  Periodensystem,  und  der  Factor  0  eine  Ex- 
ponentialgrösse  sein  muss,  deren  Exponent  ein  Integral  erster  Gat- 
tung ist. 

Um  dies   zu  zeigen,   multipliciren   wir  Q  mit   noch   einem  neuen 

ö  -  Quotienten : 

o  /   +  /■  •  ■  ■  „ 

die  Constanten  w,  w',  iv"  nehmen  wir  beliebig  an;  v ,  v,  v"  dagegen 
bestimmen  wir  so,  dass  die  Gleichungen 
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r    —    W   +  ^  -    Wa)  =  0, 


'  +    2j(Va  —   Wa)  =0, 


/  1 


befriedigt  werden.     Das  Product 


0  G{U' 


ß(JJ  +  v 

ist  dann,    dem    bewiesenen  Theorem  zufolge,   eine  mit  dem  Factor  »j 
behaftete  algebraische  Function  von  (x,  y,  z).     Da  nun 

(J  =  <$>ihnB(x,  y,8) 
ist .   so  folgl   hieraus: 

0  '(^+ »•••).,  =jr(a;         ) 

wo  H't.i.ii,  z)  eine  rationale  Function  bedeutet.  Setzen  wir  jetzt  für 
(#,  y,  z)  das  Werthsystem  ',,,  y0,  £„),  welches  wir  als  veränderlich  auf- 
fassen —  wodurch  U  in  UQ,   TT  in   U0',   U"  in   U0"  übergeht,  dagegen 

/'  +  ut+Ut-    i      -Ft-  F2-  r 

für  ic.  und  die  entsprechenden  Ausdrücke  für  ic' ,  iu'\  und  bezeichnen 
die  Constanten  v  —  u\  u  —  w ',  v"  —  w",  welche  durch  die  drei  Glei- 
chungen 

r— 

v  —  w  -j-  ^^  (va  —  wa)  =  0,  etc. 

a  =  0 

bestimmt  sind,  durch  1i ,  h',  h" ,  so  erhalten  wir: 

Hier  bedeutet  0  eine  Function  von  |  »,   welche   nie  unendlich 

wird;    die    rationale  Function  R'  .  :       könnte   also  nur  dann  un- 

endlich werden,  wenn  6{>i.  u}  u")0  verschwindet.  Die  drei  Punkte,  in 
denen  dies  geschieht,  sind  algebraisch  bestimmt,  nämlich  als  die  von 
(*n  Vi>  8x),{x2,  y2,  2.2),  {x3,  y3,  *3)  verschiedenen  Nullpunkte  «,  yx\  *,') 
ix2}  V% }  si)  (xz>  ll-i>  z-.\)  der  Function  D0.  Die  beiden  Systeme  von  je 
drei  Punkteu  (x,l}  ijn,  zh)  und  (xh',  yf,',  Z/,')  sind  wechselseitig  durch  ein- 
ander bestimmt;  das  eine  System  kann  daher  ebensogut  als  unab- 
hängig aufgefasst  werden.  Demnach  ist  iiT./,.  y0}  „v  eine  rationale 
Function,  die  nur  an  drei  Punkten  von  willkürlicher  Lage  unendlich 
werden  kanu.  Eine  solche  Function  existirt  nicht  ausser  der  Con- 
stanten;  daher  muss 
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#'0»o>  Vo>  *o)  =  c 

sein,  wo  c  eine  Constante  bedeutet.  Daraus  geht  nun  hervor,  dass 
der  Quotient 

g(u  +  fe  •  •  -)0 
(r(u--0     ' 
als   abhängig   von  (#0,  «/0,  *0)    aufgefasst,    an   keiner   Stelle  Null  oder 
unendlich    wird.     Da   dieser   Quotient   nun   symmetrisch    in    Bezug  auf 
die  vier  Werthsysteme  {x,,,  yh>  zh)  ist,  so  folgt,  dass  dieser  Quotient, 
auch  als  Function  von  u,  u,  u"  aufgefasst,  für  alle  endlichen  Werthe 
dieser  Argumente  einen  endlichen,  von  Null  verschiedenen  Werth  hat. 
Vermehrt   man   nun    in    dieser   Fuuction    die    Argumente   um    ein 
Periodensystem,  so  ändert  sich  dieselbe  nur  um  einen  constanten  Factor. 
Aus    beiden  Eigenschaften   zusammen  folgt,   dass  dieser  Quotient  eine 
Exponentialgrösse  sein   muss,   deren   Exponent   eine   lineare    Function 
von  u,  u,  u"  ist.     Hieraus  aber  ergiebt  sich,  dass  das  Grössensystem 
h,  Ji,  h"  ein  Periodensystem  sein  muss.     Wir  erhalten  also: 
h  =  2  oT,     h'  =  2  w"',     h"  =  2tö"  5 

a(u  +  h-  ■  •)„    =  e,(„,„>";i,g). 
o(u  •  •  )o  ' 

daher 

Damit  ist  die  Umkehrung  bewiesen.  Man  sieht  hier  zugleich,  dass 
man  durch  Hinzufügung  eines  Periodensystems  zu  einem  beliebigen 
der  2r  Grössensysteme  (va,  va',  va"),  (wa,  iva',  wa")  bewirken  kann, 
dass  gradezu 

r  —  1  r — 1  r  —  1 

2^(v     ■  ~  IV a)  =  0,      2W  —  Wa)  =  0,      ^  (>„"  —  Wa")  =  0 
«=0  a  =  0  a=0 

wird  ;  der  Factor  0  wird  dann  eine  Constante. 

Aus    diesem  Satze    folgt    zunächst   das   Abel'sche  Theorem.      Be- 
zeichnen wir  durch 

0»«,«/«,  sa)    (a  =  0,  1  •  •  ■  r  —  1) 
die  Punkte,  in  denen  eine  rationale  Function  rten  Grades  von  (x,  y,  s) 
verschwindet,  und  durch 

{%«,  yd,  ta)    (a  =  0,  1  •  •  •  r  —  1) 
diejenigen,  in  denen  sie  unendlich  wird,  und  bildet  man  das  Product: 

TT  i  ojufa  y. z)  -  u(xa>  y«»  sa)  •••)«< 

^  -   IL  \a(U(x,  y,  z)  -  U(xa',  ym\  za')  ■  ■  -)J 

(unter  (?„  verstehen  wir  irgend  eine  ungrade  Function),  so  wird  dieser 
Quotient  genau  an  denselben  Stellen  und  von  derselben  Ordnung  Null 
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und  uuendlich,  wie  die  gegebene  rationale  Function  R(x,  y,  z)  selbst. 
Denn  wir  wissen,  dass,  wenn  in  der  Function  o  (n,  u',  u")n  für  die 
Argumente  u,  u,  u"  die  Differenzen 

U  x,  >i.  :    —  U(x\  //'.  :    .     U'(x,  y,  z)  —  ü'(x\  y,  z), 
U"  X,  //.  :    —  U"  (x,  //'.  : 
eingesetzt  werden,  0„  in  eine  Function  von  (x,  y,  z)  übergeht,   die  nur 
im  Funkte  (x'f  y,  :'»  und  dem  festen  Punktepaare  (w)  verschwindet.  — 
Demnach  ist 

Q  =  <t>R(x,y,s), 

wo  <t>  einen  Factor  bedeutet,  der  nirgends  verschwindet,  noch  unend- 
lich wird.  Wenden  wir  nun  den  oben  bewiesenen  »Satz  an,  so  er- 
halten wir: 


r—  1 

2 

a  =  0 


1 


|  U  xa}  ya ,  ga)  —  U  (Xa,  yd,  zd)  J  =  2  3  , 
(60)  £  ( IT  (xa,  ya,  za)  —  TT  {%*,  yd,  za')  }  =  2  «'. 

«  =  0 
r— 1 

X:  {  U"(x«i  l)«>  -:W  —  V         ■  yd,  zd)  j  =  2"w": 

-cc  =  0 

also  den  Abel'schen  Satz  über  die  Integrale  erster  Gattung.  In  diesem 
liegt  der  Grund,  weswegen  die  Ausdrücke  der  6- Quotienten,  welche 
wir  aufgestellt  haben,  unabhängig  sind  von  der  Lage  der  Linie  H  =0, 
von  der  doch  die  unteren  Grenzen  der  Integrale  abhängen,  durch  welche 
die  Argumente  ausgedrückt  sind.  Denn  wenden  wir  den  Abel'schen 
Satz  auf  die  rationale  Function 

H  AH-\-  BH+  CH 

H'  ~~  ÄH  +  BH+  C'S 
an,  welche  in  den  vier  Punkten  (ah,  bh,  ch)  (h  =  0,  1,  2,  3)  gleich  Null, 
in  vier   andern:    (aA',  b,,',  ch')    unendlich    gross  wird,   so   erkennen    wir, 
dass  sich  die  Integral  -  Summen : 

3  3 

Vf 


2,  \  ü  "  >/-'.  j  =2"  r  • 


^  j  ü"uih,  bh,  ch)\ 


entweder  gar  nicht,  oder  nur  um  ein  Periodensystem  ändern,  wenn  die 
vier  von  den  Doppelpunkten  verschiedenen  Nullpunkte  der  Function 
H  durch  die  einer  andern  linearen  Function  von  H,  H,  II  ersetzt 
werden.  Daher  können  auch  die  Argumente  auf  diese  Weise  sich  nur 
um  Perioden  ändern. 
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Lassen  wir  speciell  die  linearen  Ausdrücke  H,    H'  mit  zweieu  der 

28  Functionen  Hll}  H,„  —  also  zwei  Doppeltangenten  im  Gebilde  J/=<> 

—  zusammenfallen,  so  fallen  die  Punkte  (ah,  bh}  ch)  paarweise  zusammen, 

und  ebenso  die  vier  Punkte  («/,',  bh'}  Ca').     Wir   bekommen    also  dann: 

1 

2  2i,  {  U(a,,,  6A,  CÄ)  —  ü  (ein ,  W,  c,,')  j  =  2W, 


oder: 


h  =  0 


i 

Vi 


-j  {  U(ah}  bn,  Ca)  —  27 (aA',  6a,  c  ')}  =  to; 

Ar=0 

und   die   entsprechenden    Gleichungen    gelten    für   die   andern  Normal- 
Integrale   U  und   Z7". 

Denken  wir  uns  für  den  Augenblick  die  Integrale  als  Functionen 
von  H,  H,  H,  und  bezeichnen  durch  an ,  an\  an"  die  drei  Normal- 
Integrale,  ausgedehnt  von  einem  festen  Punkte  bis  zu  einem  Be- 
rührungspunkte der  Doppeltangente  Hn  =  0]  durch  bn,  bn',  bH"  die- 
jenige, welche  von  demselben  festen  Punkte  bis  zum  andern  Berührungs- 
punkte erstreckt  sind;  dann  folgt  hieraus,  dass  durch  die  Summen  je 
zwreier  bestimmter  Integrale 

(an  —  am)  +  (bH  —  bm), 

{an  —  cC)  +  (6«'  —  bm), 

(an"  —  cC)  -f-  (bn"—  bin), 
deren  untere  Grenzen  die  beiden  Berührungspunkte  der  Tangente 
Hm  =  0,  und  deren  obere  Grenzen  die  Berührungspunkte  der  Tan- 
gente Hn  =  0  sind,  ein  halbes  Periodensystem  dargestellt  wird.  Dieses 
halbe  Periodensystem  können  wir  auf  folgende  Weise  näher  bestimmen. 
Wir  bilden  den  Quotienten: 

„     «(fr -«»•••)*  «(fr -&»--V(fr---), 

V-    c(ü-an..-)ko{U-bn--)k0(U...)mi 

1c  soll  irgend  einen  ungraden  Index  bedeuten.  Von  diesem  Quotienten 
ist  leicht  zu  sehen,  dass  der  Zähler  an  denselben  Stellen  verschwindet, 
wie  der  Nenner.  Denn  es  wird  der  erste  Factor  nur  Null  in  dem 
einen  Berührungspunkt  der  Tangente  Hm  =  0,  nur  unendlich  in  dem 
einen  Berührungspunkt  der  Doppeltangente  Hn  =  0;  der  zweite  Factor 
wird  Null  in  dem  andern  Berührungspunkt  der  Tangente  Hm  =  0, 
unendlich  in  dem  andern  Berührungspunkt  der  Tangente  Hn  =  0.  In 
denselben  Punkten,  in  welchen  die  beiden  ersten  Factoren  verschwinden, 
wird  der  dritte  unendlich;  und  umgekehrt  verschwindet  der  dritte 
Factor  in  den  beiden  Unendlichkeitspunkten  der  beiden  ersten.  Q  ist 
also  eine  Function  von  x,  y,  z,  die  nirgends  Null  und  nirgends  unend- 
lich wird.  Wir  können  jetzt  6(U  •  •  •)»  ersetzen  durch  das  Product 
von  a(U — «'"*  ■••),„  mit  einem  Exponentialfactor;  dadurch  erhält  man 
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°(u-*,n--)k°{U-K--  ■k«{U-«>mn  ■■■)„,      + 

o[ü-an  ■■■)ko{U-bn.--),a(U..-)iii 

wo  <J>  eine  Function  bedeutet,    ili«'  weder  Null,    noch    unendlich   wird. 
Nach  dem   Satze,   welchen  wir  vorhin  bewiesen  haben,  muss  nun: 


f61) 


y    ,,m---=r  j 


a,>   —  (im  -f-  on  —  li m  ==  co      -\-  215 , 
d,,'  —  <','„  +  &„'  —  /;„',  =  cö     '  -f-  2  ar', 

„  "17"  7    "  '"  "  " 

.«»  —  «m  +  6«    —  ü„,  =  O      "  +  "t3T 
sein.     Dadurch  ist  jetzt  der  Index,  der  zu  dem  halben  Periodensystem 
IS,  75',  75"  gehört,  bestimmt. 

Will  man  jetzt  in  der  Darstellung  des  Quotienten 

o[u,  u,  u")  D, 

a(u,  u,  u"),i 

auch  den  constanten  Factor  C  bestimmen,  so  wähle  man  einen  Index  r 
so,  dass  die  zusammengesetzten  mr  und  nr  grade  werden  —  was,  wie 
schon  in  §  20  gezeigt  worden  ist,  jedenfalls  möglich  ist  —  und  zer- 
lege r  in  zwei  ungrade  Indices  k,  l.  Man  kann  dann  die  vier  Func- 
tionen pm,  qm,  r,n,  sm ,  die  zur  Bildung  von  DIU  verwendet  werden,  so 
wählen,  dass  pm  und  qm  den  Factor  \/Hk,  rm  und  sm  den  Factor 
/   //     enthalten,  dass  also 

pm  =  Akm  j/Hk,     qm  =  Bkm  yHk, 

rm  =  Allu  VHi,  s>n  ==■  Bim  ySt 
ist,  wo  Akm  und  Bkm  Wurzelfunctionen  zweiter  Ordnung  mit  dem 
Index  km,  Alm  und  Blm  solche  mit  dem  Index  Im  sind.  In  der  Wahl 
dieser  vier  Functionen  hat  man  noch  eine  gewisse  Freiheit,  da  jede  lineare 
Function  von  Ak  m  und  Bkm  wieder  eine  Function  derselben  Art  ist. 
Ebenso  können  wir,  da  auch  nlsl  grade  ist,  setzen: 

p„  =  Akn  j/Jffk ,     qH  =  Bkn  yWk, 
rn  ==  Aln  f/BT,,     sn  =  Bln  j/Wt. 
Die  acht  Grössen  A,  B  denken  wir  uns  irgendwie   bestimmt,   so   dass 

jetzt   jy-  ein  bestimmter  Ausdruck  wird.    Nun  setzen  wir  in  der  Formel 

n 

(59)  für  die  oberen  Grenzen  der  Integrale  U0,  (7,,  U7,  Us  bestimmte 
Punkte  des  Gebildes  M  —  0;  wir  setzen  nämlich  fest,  dass  die  Punkte 
(xa>  ?/n»  ^o)  und  (*'i,  V\  ,8i)  den  beiden  Berührungspunkten  der  Tangente 
Hi  =  0,  und  (#2,  */.,,  *2),  (x3,  y3,  zz)  den  beiden  Berührungspunkten 
der  Tangente  Hk  =  0  entsprechen  sollen.  Dann  geht  Z70  -f-  Ut  in 
o,  -f-  bi,  U2  -f-  (73  in  ak  -f-  bk  über.  Ausserdem  ist  aber  nach  dem 
Abel'schen  Satze:'  VQ  +  F,  +  V,  +  Vz  =  2  a,  -f  2&,  +  2t3\  Es 
st  daher 

Schottky,  Abcl'sche  Funut.  9 
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3 

u  =  ]?{  Uk  —  Vh }  =  ah  -  a,  +  h  -h-  2  ar. 

h  =  0 

Das  Entsprechende  gilt  für  die  andern  Argumente  u,  u".  Wir  er- 
kennen daher,  dass  bei  den  Voraussetzungen,  welche  wir  gemacht 
haben,  die  Argumente  u,  u,  u"  in  ein  halbes  Periodensystem  mit  dem 
Index  hl  übergehen: 

U  =  G)       -f-  2  "co, 
hl,  , 

u  =  co      -(-2w, 

it.. 


u"=  co   "-j-  2 13' 

o 


Der  Quotient     -  geht  daher  über  in : 


eine  Grösse,  die  leicht  durch  die  Moduln  ausgedrückt  werden  kann. 
Auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  (59)  haben  wir  nun 
i?/<  =  0,     fl?=0,     #,2  =  0,     #*3  =  0 
zu  setzen.     Dadurch   werden    die  Grössen  r   ,   s   ,  r   ,  s   ,  p  ,  q  ,  p    , 
q     gleich  Null;  die  Determinante  Dm  geht  demnach  über  in 
p°      q°      0       0 


Dm  = 


pl      q       0  0 

0       0       r  i 

m  m 

0       0       r3  s3 


/Ol  0       1  \    /  2     3  2     3  \ 

=  [p    q    —  q   p   )  [r  s    —  s   r    ). 

K-rm  ^-m  ■Lm-L  m  /    \    in    in  in    m  J 


In  derselben  Weise  zerfällt  die  andere  Determinante  Dn\  indem  wir 
den  gemeinsamen  Factor  beider 

ywvmvMYm 

fortlassen,  erhalten  wir  demnach: 

=-  aO      r1  b0        a\  a2      t>3  n2      a3 

Dm    ■ß-km^km  ~   ^km^km         ■a-lmSilrn   ~    ^Im^lm 

Dn    ~  <nB\n-BlnA\n    '     A]nB]n-  B\nÄ\n  ' 

In  dem  ersten  Factor  genügen  die  vorkommenden  Grössen  H**  und  i/1 
den  Gleichungen  H"  =  0  und  Htl  =  0.  in  dem  zweiten  die  Grössen 
H2  und  IP  den  Gleichungen  Hk7  =  0  und  H^  =  0.  Die  Ausdrücke 
lassen  sich  reduciren  durch  Anwendung  der  in  §  9  aufgestellten  Re- 
lationen   unter    den    Wurzelgrössen.     Auf  diese   Weise    gelangt    man 

schliesslich  dazu,    J    -  durch    die   Parameter    allein    darzustellen.      Der 

Coefficient  C  ist  dann  gegeben  durch  die  Gleichung: 
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«(»'"■)»  " 

Die   Unbestimmtheit   des    Vorzeichens    rührt   mir   daher,    dass  der 

G 

Quotient    '"  sein  Zeichen  wechselt,  wenn  dir  Argumente  um  ein  Perioden- 

n 

System  vermehrt  werden.     Bei  der  Darstellung  eines  Products 


in  welchen  die  Indices  m,  n,  m  ,  n  der  Bedingung  mn  =  m  n  ge- 
nügen, fällt  diese  Unbestimmtheit  fort.  Jede  Abel'sche  Function  lässt 
sich  daher  auf  diese  Weise  vollständig,  auch  mit  Einschluss  des  Zeichen-, 
bestimmen. 

Genauer  geht  auf  die  Aufgabe  der  Constanten -Bestimmung  Herr 
Weber  in  seiner  Theorie  der  Abel'schen  Functionen  vom  Geschlecht'-  3 
ein7  aus  welcher  diese  Methode  entlehnt  ist. 

§  24. 
Wir  erhielten  die  Function  6m  dargestellt  in  dieser  Form 
(62)  Warn  =  CmDm, 

wo    'P  ein  allen  G4  Functionen  gemeinsamer  Factor   ist.     Wir   wissen 

G 

ferner,  dass  die  Ausdrücke  der  Quotienten  —  unabhängig  sind  von  der 

n 

Lage  der  Linie  H  =  0.  Wir  können  deshalb  -  -  indem  wir  W  not- 
wendigen Falles  noch  mit  einem  con  stauten  Factor  multipliciren  — 
annehmen,  dass  auch  Cm  von  den  Grössensy steinen  (a0,  b0,  c0)  etc. 
unabhängig  ist. 

Das  Product  Wo,,,  ist  demnach  als  Function  von  (x0f  y(),  0O)  (oder 
der  entsprechenden  Grössen  (Ha,  H0,  H{)))  zunächst  definirt  als  eine 
Wurzelfunction  dritter  Ordnung  mit  dem  Index  m,  welche  an  den  drei 
übrigen  Punkten  (#/,,  yh,  ,?/,)  verschwindet. 

Diese  Bedingung  definirt  die  Function  bis  auf  einen  von  (./„,  //„ ,  in) 
unabhängigen  Factor.  Dieser  Factor  wird  näher  bestimmt  durch  die 
weitere  Forderung,  dass  W6m  eine  alternirende  Function  der  vier 
Werthsysteme  sein  soll. 

Ausdrücke  von  ganz  anderer  Form  erhält  man,  wenn  man  die 
Wurzelfunctionen  dritter  Ordnung  durch  Functionen  von  x.  y,  z  er- 
setzt. Wir  haben  hier  zunächst  die  Fälle  zu  unterscheiden,  in  denen 
m  ungrade  ist,  von  denen  wo  m  grade  ist;  für  diejenigen,  in  denen 
m  ungrade  ist,  sind  wiederum  die  Fälle  zu  sondern,  wo  m  eingliedrig 
ist,  m  =  x,  von  denen  wo  m  zweigliedrig  ist,  m  =  xX;  endlich  sind 
für  grade  Indices  die  beiden  Fälle  m  =  0  und  »/  =  zÄfi  zu  unter- 
scheiden. 
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I.     Es  sei  m  =  x. 

Dann  stellen  wir  folgende  Wurzelfunctiouen  auf,  durch  welche  wir 
Wöx  ausdrücken  können: 

VHXH,     /W*H,     ]  H„H,     VRy,\H,\R^. 
Dass  diese  linear  unabhängig  sind,   erkennt   mau  auf  folgende  Weise. 
Es  ist 

daher: 

]/Hy.  I  j/H/n  ]/  Hi  ;ll  =   V  Hx  Fi  fl  Gy  i . 

Wenn  zwischen  den  vier  aufgestellten  Functionen  eine  lineare  Glei- 
chung bestände,  so  niüsste  demnach  eine  solche  auch  bestehen  zwischen 

H,    H7    H,    FifjGy.i. 

Das  ist  aber  unmöglich;  denn  H,  H,  H  sind  linear  unabhängig,  und 
die  letzte  Function  hat  im  Punkte  x  einen  von  Null  verschiedenen 
Werth,  während  die  drei  andern  in  diesem  Punkte  verschwinden. 

Nach  Absonderung  des  Factors  j/Hx  geht  also  jede  der  auf- 
gestellten vier  Grössen  über  in  eine  homogene  Function  dritter  Ord- 
nung von  x,  y,  3,  die. in  allen  sechs  von  x  verschiedenen  Punkten  der 
Reihe  1 ,  2  •  •  -  7  verschwindet.  Nun  muss  W 6X ,  als  Function  von 
(x0,  y0,  0(l)  aufgefasst,  ausserdem  der  Bedingung  genügen,  dass  sie 
verschwindet  an  den  drei  Stellen  {xh,  yh,  3/,)  (h  =  1,  2,  3);  es  ist 
demnach 

Wö.,  =  l/HJP(x0,y(),zQ), 
wo  P(x0>  y0,  zQ)  eine  homogene  Function  dritter  Ordnung  von  (x(j,  y0,  ,?„) 
bedeutet,  die  an  den  drei  Stellen  (xh,  yh,  zh)  und  den  sechs  von  (ax ,  by. ,  cy) 
verschiedenen  Stellen  (aa,  ba,  C«)  verschwindet. 

Hierdurch  ist  F(x0,  y0,  #0)  ebenfalls  bis  auf  einen  von  (x(),  y0f  z()) 
unabhängigen  Factor  definirt.  Wir  können  nun  eine  Function  dritter 
Ordnung,  die  diesen  neun  Bedingungen  genügt,  in  der  Form  einer 
Determinante  aufstellen.  Die  erste  Horizontalreihe  derselben  möge  ge- 
bildet sein  durch  die  Grössen: 

^oi  ^  Fi  xo " % i  xoVo  '  '  '  ^o' ? 
die  darauf  folgenden  dadurch,  dass  wir  x0}  y0}  30  der  Reihe  nach  er- 
setzen durch  xx ,  y,,  ,", ;  x2,  «/2,  02;  x^,  y3,  0Z  uud  die  sechs  von  (ax,bx,  cx) 
verschiedenen  Werthsysteme  (aa,  btt,  ca)\  und  zwar  mögen  diese  in  der 
Weise  auf  einander  folgen,  wie  die  Indices:  cc,  ß,  y,  ö,  A,  (i.  Diese 
Determinante  ist  eine  alternirende  Function  aller  zehn  in  ihr  vor- 
kommenden Grössensysteme.  Um  aus  ihr  einen  in  Bezug  auf  die  von 
x  verschiedenen  primitiven  Indices  a,  ß,  y,  d,  l,  [i  symmetrischen  Aus- 
druck zu  erhalten,  multipliciren  wir  sie  mit  dem  alternirenden  Vorzeichen: 
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und  bezeichnen  das  Product  durch  Py. 
Wir  erhalten  jetzt: 

wo  C  einen  von  (x0,  yn,  z0)  unabhängigen  Factor  bedeutet.  Wir 
setzen  nun: 

c  =  ry.ys7r  jl  i  n 

Dann  ist 

v/io%  =  r,  }  II;  l  11/  I  1I/IH?1>X. 

Hier  muss  der  Factor  rx  nicht  allein  von  ('./,,,  y0,  0O),  sondern  auch, 
da  Wüy  eine  alternirende  Function  der  vier  Werthsysteme  sein  soll, 
und  Px  eine  solche  ist,  von  den  übrigen  Werthsysteinen  unabhängig, 
d.  h.  eine  durch  die  Parameter  ausdrückbare  Constante  sein. 

Die  Verhältnisse  dieser  sieben  Constanten  rx  (auf  die  es  allein 
ankommt,  da  wir  nur  die  Quotienten  der  a  bestimmen  wollen),  lassen 
sich  durch  folgende  Methode  angeben.  Es  ist  klar,  dass  sich  jede 
homogene  Function  dritter  Ordnung  von  (x0,  yQ,  s{)),  die  an  den  drei 
Punkten  (xh,  y,iy  zh)  (7*  =1,2,  3)  verschwindet,  durch  ein  lineares 
Aggregat  der  sieben  Functionen  Pa  darstellen  lassen  muss : 

7 

1  <  =  ^(AaPa). 

u  —  \ 

Um  dieCoefficienten  zu  bestimmen,  setzen  wir(x0ly0}8Q)  =  (ax ,  by  . 
Dann  verschwinden  alle  sieben  Functionen  Pu  mit  Ausnahme  von  J' .  : 
den  Werth,  den  Py  im  Punkte  x  annimmt,  wollen  wir  durch  P^  be- 
zeichnen.    Es  ist  also 

F(ay.,b.,,cii)  =  AiCP:. 

Nun' ist  Py.  =  sD,  wo  e  das  vorhin  gegebene  Vorzeichen,  und  D  eine 
Determinante    bedeutet.     Setzen    wir    in    dieser   Gleichung  (x0.  >/n. 
=  (rt*  ,  bx  ,  cx),  so  erhalten  wir 

p:  =  ei>. 

wo  D  eine  alternirende  Function  sämmtlicher  zehn  Werthsysteme 
(#a,  Vh,  *a)  (Ä  =  1,  2,  3),  (aU)  ba,  ca)  («  =  1,  2  •  •  •  7)  bedeutet.  Ver- 
tauschen wir  in  dieser  Gleichung  x  mit  cc,  so  ändert  die  Determinante 
D  ihr  Vorzeichen;  wir  erhalten  also 

Pa=  -  e'D, 

WO 

e—( IV   ,■>■;■'>'-."—  ß   >-'1;-,"-f  ;.«  —  ;.    u 

ist,     Nun  ist 

es'  =  i —  \y« I ßrä*t*  =  i —  n*aixot__ \ . 
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es  ist  also  —  e'  =  «,  und  daher: 

Py  =  Pa. 
Hieraus  sehen  wir,  dass  der  Werth  des  Ausdrucks  Px  =  sD  von  dein 
Index  x  unabhängig  ist.    Wir  bezeichnen  diese  Grösse  durch  P.     Wir 
erhalten  demnach  die  Identität: 

7 

PF  (xQ ,  y{),  z0)  =  ^?  tF  (aa ,  ba,  ca)  Pa  ]  . 

Diesen  Satz  wenden  wir  an  auf  eine  bestimmte,  in  den  gegebenen 
Punkten  verschwindende  Function  dritter  Ordnung,  nämlich  auf  das 
Determinanten- Product 


F(x0,y0,2Q)  = 


^o  0o  H  ^o  Vo  h  «o  Vo  *o 

x\  V\  *i       %■>  yi  *2       %  v-i  zz 

ax  by.  cx  ax  b\  ci        \all  bh  cft 

Hier  ist 

F(ax,  bx,  cx)  =  0,    F(ax,h,cx)  =  0,    F  («„,  bu,  cfl)  =  0; 

dagegen 

F{aa,  btt, ca)  =  (—  1)***  ]aF(xi}  yx ,  sx)a*  F(x,,,y2.  e2)aX  F(xif  &,%)«,,, 

wenn  a  von  x,  A,  [i  verschieden   ist.     Wir  setzen   der  Kürze  wegen: 

Dann  besteht  also  die  Identität: 

f  (.r,„ ;/,,,  o  p  =  x  {(-  ir'" ' "  *2*2.*s  ?.}  • 

Wir  denken  uns  nun  die  drei  Werthsysteme  (xh,  y/n  zh)  (h  =  1,2,3) 
so  beschränkt,  dass  die  Gleichung 

P  =  0 
erfüllt  wird.  Das  Verschwinden  des  Ausdrucks  P  —  oder,  was  das- 
selbe ist,  der  Determinante  D  —  sagt  aus.  dass  es  möglich  ist,  eine 
Function  dritter  Ordnung  dreier  Grössen  x,  y,  z  zu  bilden,  die  an  den 
Stellen  (xfl,  yh,  Z/,)  (h  =  1,  2,  3)  und  den  sieben  Stellen  (aa,  ba,  ca) 
(a  =  1,  2  •  •  •  7)  verschwindet.  Es  lassen  sich  nun  alle  Functionen 
dritter  Ordnung,  die-~an  den  Stellen  1,  2  •  •  7  verschwinden,  linear 
durch  H(x,y,z),  H(x,y,z),  H  (x,  y,  z)  ausdrücken.  Die  aufgestellte 
Bedingung  ist  daher  gleichbedeutend  mit  folgender:  Es  muss  ein 
linearer  Ausdruck 

H  =  AH+ßH+  (11 
existiren,  der  an  den  Punkten  (xx>  yl}  zx),  (x2,  y2,  z.2),  (flJ3,  y.A,  £.,)  ver- 
schwindet.    Werden  die  drei  Werthsysteme  in  dieser  Weise  beschränkt, 
so  gilt  die  Gleichung: 


Abriss  einer  Theorie  der  Abel'schen  Functionen  dreier  Variabein.         |35 


2 

i.i,  y 

Nun  lassen  wir  in  den  Ausdrücken  der  Argumente 


af,|9,  y,  d  *■  > 


M  =  ^  { Z7 (rcÄ,  ///,,  8h)  —  U{ah,  b,,,  ch)\ ,  etc. 

h  =0 

(«,,  //,,  0,)  mit  (atJ  &,,  c,),  (*,,  y2J  *2    mit  (a2,  &3  03)  mit 

(a3,  ?>:J,  c3)  zusammenfallen.    Dann  ist  die  geforderte  Bedingung  erfüllt. 
Esgehtaberhierdurch<7(w,«',M ")x  über  hio(U(x0,y0,z())—  U  <  —  )x; 

daher  wird 


pffx  =  j/H  (xQ,  y0,  *0)x  T/H(a0,  b0,  c0)x, 
wo   j;    einen    von    den    Indices    unabhängigen    Factor    bedeutet.      Da 
gleichzeitig 

3rff*=rx  VH(x0,y0,g0)x  l/U{axJ*vCx)x\  H{avb.2,c2)xyH(az,b3,f,  ~n  Px 
ist ,  so  ergiebt  sich  demnach: 


r*i>   j/i/  C«« ,  61 ,  Ci)x  j/H  (at,  bt,  Ct)x]/H  (a3,  b3,  c3)x 
Wir  erhalten  also  die  Relation: 

v^    f  F(1)  i^2'  F(3)  i/H^)  1 

welche  allemal  dann  gilt,  wenn  die  mit  0,  1,  2,  3  bezeichneten  Punkte 
zusammenfallen  mit  den  von  den  Doppelpunkten  verschiedenen  Null- 
punkten einer  Function  H  =  AH  -\-  BH  -f-  CH.  Wir  ersetzen  jetzt 
die  lineare  Function  F  durch  Wurzelgrössen: 


FL  = 


VnlVKVK, 


m 

°x~-  -ywr—' 

a"  VW 

Dann  geht  die  gefundene  Gleichung  über  in  folgende; 


2f 

<*,  (*,  V,  i 


|(__i^i./  K}  //;./  //,-  /  hM=  0 


Diese  muss  stets  dann  gelten,  wenn  die  mit  0^1,2,3  bezeichneten 
Punkte  der  Curve  M  =  0  auf  einer  Graden  liegen.  Wir  lassen  nun 
die  Grade,  auf  der  diese  Punkte  liegen,  mit  einer  Doppeltangente 
H,i  ==  0  zusammenfallen.  Dann  fallen  auch  die  Punkte  0,  1.  2.  3 
paarweise  zusammen;    und  zwar  mögen   die  Punkte  0  und  2  mit  dem 


*   =  o. 
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einen,  1  und  3  mit  dem  andern  Berührungspunkt  zusammenfallen. 
Dadurch  ergiebt  sich: 

2  ((  1} i^^/g:'^) 

a,,-/,y,d    l  1a  J 

Diese  Gleichung  gilt  stets,  wenn  unter  0,  1  die  beiden  Berührungs- 
punkte einer  Doppeltangente  Hd  =  0  verstanden  werden.  Wir  setzen 
jetzt  d  =  d.     Dann  ist 

BT/»— 0,     tfd'=0; 
die  Gleichung  reducirt  sich  demnach  auf  folgende: 

f  VW*  j/hK  j/h1'  ]/Hr  \ 

a,ji,Y  l  r«  I 

Nun   ist  aber   allgemein  (nach  der  ersten  Formel  des  in  §  9  auf- 
gestellten Systems): 

(_  iyi  •*f[lilYHuYHai  +  (-  lY^ffmnVSpYH^ 

+  (-  iyp  i  V«^  f'B*  ^S7a  =  0; 

folglich,  da  W  =  0, 

YWIYMi:Ve}Yh$i  =  {-  l)*l«£«:(-  Wf«. 

Ebenso  ist: 

VliZYlÜi :  YhSYJÖi  =  (-  l)"-/wi  :  (~  1)J|  y  /r"- 
Daher  können  wir   die   zuletzt  entwickelte  Gleichung   folgendermassen 


schreiben ; 


£    !  (_  1  )x  *<"  *  I  «  ^^"^"i1 1  =  o 


oder: 

und  diese  muss  gelten,  wenn  der  Punkt  1  irgend  einen  der  beiden 
Berührungspunkte  der  Tangente  H^  =  0  bedeutet.  Wir  wissen  aber 
aus  dem  in  §  9  aufgestellten  Gleichungssystem,  dass  zwischen  den  Grössen 


Yh^YhI,,   Yh^Yh},,   Yh.\y.Yh)„ 

ganz  unabhängig  von  der  Lage  des  Punktes  1 ,   die  Relation   besteht : 

]£\(-  \y^u9.f.ii  Yh[x  YhT,  I  -  o. 

Nun  muss  diese  Relation  mit  der  vorigen  identisch  sein.     Denn  sonst 
würden  wir  den  Quotienten 

q  =  yHay.YH^ 
■     Y^Yn ■:, 
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ausdrücken  können  durch  die  Coefficienten  beider  Gleichungen;  wir 
würden  also  denselben  Werth  erbalten,  gleichviel,  ob  wir  die  Coordi- 
naten  des  einen  oder  des  andern  Berührungspunktes  einsetzen.  Nun 
ist  aber 

daher : 

q  faöx  fadfi  &? 

~~  fßix'fßtti  H\ 
B. 
ist.     Es   würde   also   der   Quotient   ,.p-  denselben  Werth  in  dem  einen, 

wie  in  dem  andern  Berührungspunkte   haben.     Dasselbe  würde   gelten 

von  -ö-.    Dies  aber  würde  heissen,  dass  die  beiden  Berührungspunkte 

zusammenfallen.  Da  dies  unmöglich  ist,  so  können  die  beiden  Glei- 
chungen nicht  verschieden  sein.  Es  müssen  daher  die  Coefficienten 
übereinstimmen;  d.  h.  es  muss  allgemein 

rß       9a 

sein.     Wir  können  daher  setzen: 

l 

T*  ~9~y' 

Somit  ergiebt  sich  jetzt,  mit  vollständiger  Constanten-Bestimmung: 

(63)         v^-fib^Yk*»- 

k  =  0     l  l 

II.     Es  sei  jetzt  m  =  xX. 

Für  diesen  Fall  wird  die  Darstellung  von  Wöm  eine  ähnliche;  nur 
tritt  hier  anstatt  Px  eine  Function  vierter  Ordnung  Qy.A  auf.  Wir 
stellen  das  System  der  Wurzelfunctionen  dritter  Ordnung  mit  dem 
Index  jcA  auf: 


"HVxH,    ]/Hx,H,     VHvxH,    j/H^yHij/H, 


f* 


Diese  multipliciren  wir  mit  y^\/ Hx]  H)_.     Dann  wird 

durch  die  Multiplication  entsteht  also  folgendes  System: 

FxxH,     FxxH,    FxxH,    FxuHx. 
Hieraus   erkennt  man  zunächst,    dass   die    aufgestellten    vier   Grössen 
wirklich  linear  unabhängig  sind,    also   zur  Dartellung    von    Wgxa  ver- 
wandt werden   können.     Denn    zwischen   H,  H,  H  besteht    offenbar 
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keine  lineare  Gleichung;  wäre  aber  FXftHx  durch  die  Grössen  FKxH 
etc.  ausdrückbar,  so  wäre  Fyf,Hx  =  FxxH,  wo  H  eine  homogene  Func- 
tion dritter  Ordnuug  bedeutet.  Diese  Gleichung  müsste  eine  Identität 
sein,  weil  sie  nur  von  der  vierten  Ordnung,  die  Gleichung  zwischen 
x,  y,  z  aber  von  der  sechsten  Ordnung  ist.  Es  müsste  also  FLX  identisch 
durch  Fxx  theilbar  sein;  was  nicht  der  Fall  ist. 

Alle  vier  zuletzt  aufgestellten  Functionen:  Fy)_H  etc.  sind  nun 
von  der  vierten  Ordnung  und  haben  die  Eigenschaft  gemein,  dass  sie 
an  allen  Stellen  1,  2  •  •  •  7  verschwinden,  an  den  Stellen  x,  A  aber  von 
der  zweiten  Ordnung.  Dies  überträgt  sich  sofort  auf  das  lineare 
Aggregat,  durch  welches   'lif0xx  dargestellt  werden  kann.     Es  muss 

W6x* =  yWVh»  q  (r°'  y°' Zo) 

sein,  wo  Q  (x0,  y0 ,  zu)  eine  homogene  Function  vierter  Ordnung  von 
(x0,  y0,  z0)  bedeutet,  die  an  den  Stellen  1,  2  •  •  •  7  verschwindet,  und 
zwar  an  den  Stellen  x,  A  von  der  zweiten  Ordnung.  Ausserdem  muss 
diese  Function  verschwinden,  wenn  (x0,  y0,  zn)  =  (x/t,  yh,  zh)  (h  =  1,2,3) 
gesetzt  wird.  Diesen  Bedingungen  können  wir  folgende  Form  geben: 
Q  (xk ,  yh,  zh)  =  0   (h  =  1,  2,  3); 

Q  (««,  ba,  Ca)  =  0   («^x,A), 
endlich 

£G(*.**)-0,     fyQ(x,y,0)  =  O,     £Q(x,y,g)-0 

für  x  =  ax,  y  =  bx,  z  =  cx  und  für  x  =  a,_,  y  =  bx,  z  =  Ci. 
Dies   sind  14  lineare   homogene  Gleichungen  zwischen  den  15  Coeffi- 
cienten  der  Function  Q(x,y,z).     Dieselbe   ist  daher  durch  diese  Be- 
dingungen bis  auf  einen  von  (x0,  y0,  z0)  unabhängigen  Factor  bestimmt. 

Wir  stellen  diese  Function  wieder  durch  eine  Determinante  dar. 
Die  erste  Horizontalreihe  sei: 

xo  >     xq  Va-i     xo  #o  >     xi)  Vo  '     xo  Vo  &o  '  '  '  za  • 
Die  darauf  folgenden  acht  Reihen  sollen  dadurch  entstehen,  dass  man 
in  der  ersten  (x0 ,  y0 ,  z())  ersetzt  der  Reihe  nach  durch 

Ol>  V\>  S\),      (#2>  2/2;   *2)>      (#3>  Vz,  «3)1      («<*>  &«>  c«)>      (a(i?  hßi  cß)> 

{ay,by,  cy) ,     {ad ,  bö ,  es) ,     (aß ,  b^,  fy) ; 
die   nächsten   sechs   dadurch,    dass    man   die  Glieder   der   ersten  Reihe 
nach  xn,  y0)  zn  differenzirt,  und  dann  (x0,  ya,za)  erstens  durch  (ay,  bx,  cx), 
zweitens  durch  (ax,  bx,  Cx)  ersetzt.     Die  letzte  Reihe  ist  demnach: 

0,     0,     ax\     0,     ax2h  ■  •  •  4c,». 
Diese  Determinante  ist   eine  alternirende   Function   der  neun   Werth- 
systeme: 

(Xu,  Uh,  8h)  (h  =  0,  1,  2,  3),     (att,  ba,  ca)  («  von  x,  A  verschieden), 


y.X  i 
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und  in  Bezug  auf  jedes  derselben  von  der  vierten  Ordnung;  ferner 
ist  sie  eine  alternirende  Function  der  beiden  Grössensy  steine  (ax,  h,,  cx) 
und  (ca,  bx,  Cx),  und  in  Bezug  auf  jedes  von  der  neunten  Ordnung. 
Um  aus  ihr  eine  Grösse  zu  erhalten,  welche  in  Bezug  auf  die  Indices 
«,  ß,  y,  Ö,  p  einerseits  und  x,  l  andrerseits  symmetrisch  ist,  inultipliciren 
wir  sie  mit  dem  Vorzeichen: 

s  =  (—  \y\ßvt  t*+fi  \Y3t*+Y\t/*+4\t*+*\lm 

Das  Product  können  wir  dann  bezeichnen  durch  Qx)_.  -  Nun  ist  $*;. 
eine  alternirende  Function  der  vier  Werthsysteme  (xln  yn,  #Ä);  'Fff,,;. 
soll  dieselbe  Eigenschaft  haben;  daraus  folgt,  dass  wir  setzen  müssen: 

wo  der  Factor  rx\  sowohl  von  (x{),  yQ,  z0),  als  den  übrigen  Veränder- 
lichen unabhängig,  also  eine  durch  die  Parameter  ausdrückbare  Con- 
stante  sein  muss. 

Aus  der  Form,  in  der  wir  die  28  ungraden  a-  Functionen  darge- 
stellt haben,  geht  die  Existenz  der  zwischen  ihnen  bestehenden  Re- 
lationen hervor.  Ein  Theil  derselben  geht  sogar  über  in  identische 
Determinanten-Relationen,  gültig  für  unbeschränkte  Werthe  der  Grössen 
(x/l}  yn,  £/i),  und  von  ähnlicher  Natur,  wie  die  Relationen  zwischen  den 
Determinanten- Ausdrücken  Fxi,  Gxi,  Hy,  zu  denen  wir  durch  die 
Betrachtung  der  Beziehungen  zwischen  den  speciellen  ö- Functionen 
gelangt  sind. 

Nehmen  wir  diejenige  Relation  unter  den  ungraden  G,  von  der 
wir  am  Anfang  ausgegangen  sind: 

S    {(_  iy*r4i*fYiKfd      f      att0axl  =  (), 

a,  (i,  y,  d  \  ) 

so  verwandelt  sich  diese,  durch  Einsetzung  der  gefundenen  Ausdrücke 
für  die  6,  in 

(65)  S    J(-  iyv*\"Quxfyi*fißXftY*PaQtt}t\  =  0, 

wo  Qax  für  rarxrax  gesetzt  worden  ist. 

Wir  behaupten  nun  zunächst,  dass  diese  Gleichung  eine  Identität 
ist.  Nehmen  wir  an,  dass  zwar  (xif  //, ,  #,),  (x.2,  y2,  z.,\  (#3,  y3,  #3)  der 
Gleichung  L  =  0  genügen,  x{),y{),z{)  aber  unabhängige  Grössen  sind, 
und  bezeichnen  unter  dieser  Voraussetzung  die  linke  »Seite  der  Gleichung 
(65)  durch  M.  (xQ)  y0}  gQ),  so  muss 

M(x{),y0,20)  =F(x0,  y0;  s0)  l  (x0,  //„,£„) 

sein,    weil  M   stets    verschwindet,    wenn    das    Werthsystem  (xlt,  yu.  : 
der  Gleichung  L  =  0  genügend  angenommen  wird.    F  (xh)  yin  0O)  muss 
eine  lineare  Function  sein,  da  Fa  von  der  dritten,  tyax  von  der  vierten, 
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L  aber  von  der  sechsten  Dimension  ist.  Nun  verschwindet  zwar 
L  C''o,  y0,  *o)  an  den  Stellen  {xu  yu  ex),  (x2}  y2,  02),  (xs,  y3,  &,);  aber, 
da  dies  keine  Doppelpunkte  der  Gleichung  sind,  nur  von  der  ersten 
Ordnung,  während  31  (x0}  y0,  z0)  an  diesen  Stellen  von  der  zweiten 
Ordnung  verschwindet.  Es  müsste  demnach  die  lineare  Function 
F(x0,  y0,  z0)  ebenfalls  an  den  drei  Stellen  verschwinden.  Dies  ist 
nur  dadurch  möglich,  dass  F  —  und  somit  auch  31  —  identisch  ver- 
schwindet. 

Hierauf  gestützt,  können  wir  jetzt  dieselbe  Folgerung  machen, 
indem  wir  (x0,  y0,  z0)  und  (xx,  y1}  zx)  als  unabhängige  Grössen  an- 
sehen; und  indem  man  dies  fortsetzt,  erkennt  man,  dass  die  Gleichung 
(65)  gilt,  wenn  die  Grössen  (x/l}  yn,  #/,),  ebenso  wie  die  Parameter 
(aa,  ba,Ca),  als  unabhängige  Grössen  angesehen  werden. 

Ferner  lässt  sich  leicht  zeigen:  Die  Verhältnisse  der  Grössen  Qax, 
Q[iy.,  Qyx-,  Qöx  enthalten  die  Parameter  «;.,  bx,  Ci\  «„,  b^,  cfl  nicht. 
Denn  nehmen  wir  das  Entgegengesetzte  an,  und  vertauschen  (ax,  bx,  Cx) 
der  Reihe  nach  mit  (xQf  y0)  z0)  (xl}  y{1  #,)  {xv  y.,,  s<>).  Die  Determinanten- 
Ausdrucke  Pa  und  Qax  vertauschen  dadurch  nur  ihr  Zeichen.  Dann 
bekämen  wir  vier,  und  mit  der  ursprünglichen,  fünf  homogene  lineare 
Gleichungen  zwischen  den  Producten  PaQax,  PpQjx,  PyQyx,  PöQäx, 
die  offenbar  unabhängig  von  einander  sein  müssten.  Dies  ist  un- 
möglich.   Es  kann  daher  der  Quotient   -  -  nicht  die  Grössen  (er;.,  bx,  Cx) 

9  i  x 

enthalten.     Dies   gilt  natürlich  für  alle   vier  Indices  X,   die  von  a,  ß 
und    x    verschieden   sind.     Eine   nähere   Untersuchung    der    Gleichung 
zeigt  nun,   dass   dieser  Quotient  auch  von   (aa}  ba}  ca),   (ap,  b^,  Cy) 
(ax,  &*,  c»)  nicht  abhängen  kann.    Denn  schreiben  wir  die  Gleichung 
in  dieser  Form: 

{—lYr*\*%£friaftpMfpraPuQa9 

*[ix 

—  —  TT    S    \{—W'*p9ff***f9r*Ur*?ßQß*\> 

®(ix  /*,  Y,d  '  ' 

so  ist  in  Bezug  auf  öft,  ba,  ca  auf  der  rechten  Seite  jedes  Glied  eine 
homogene  ganze  Function  von  der  Dimension  9.     Es  ist  daher 

-La  tyax 
Qßx 

eine  ganze  homogene  Function  neunter  Dimension  von  aa,  ba,  ca. 
Diese  muss,  da  die  Determinanten  Pu  und  Qax  keine  Theiler  besitzen, 
die  selbst  ganze  Functionen  von  aa}  ba,  ca  wären,  durch  Pa  und  Qax 
theilbar  sein;  und  zwar  so,  dass  der  Quotient  wieder  eine  ganze  Func- 
tion  ist.     Nun   ist  Pa  von  a,e,  ba,  ca  unabhängig,    Qax   dagegen   von 

der  Dimension  9.     Daraus  folgt,   dass       -   eine    ganze   Function   Oter 

Q(ix 


Abriss  einer  Theorie  der   Lbel'schen  Functionen  dreier  Variabein.        141 

Dimension  von  alt ,  b.c,  ca  ist.     Das  heis9t:       -  enthäli    aa,  ba, 
nicht;  ebensowenig  natürlich  </,.  b ,  .  Ca. 

Es  könnte  hiernach      *  höchstens  von  (a*  ,  l>x.  cx)  abhängen.    Aber 

auch    dies   ist   unmöglich;    denn    man    kann  -  -  zerlegen  in  -  *  ,    und 

Qßx  Qaß 

Von  beiden  Factoren   ist  durch  das  Vorhergehende  gezeigt,  dass 

Qßx 

sie  von  aX)  hx,  Cx    unabhängig   sind;   folglich    gilt   dassselbe    von   - 

'Jix 

Nun  enthält  die  Gleichung,  durch  welche  dieser  (Quotient  völlig  be- 
stimmt sein  muss,  ausser  den  Veränderlichen  und  den  Parametern  mich 
die  alternirenden  Vorzeichen.  Aber  auch  diese  fallen  fort,  sobald  man 
anstatt  der  Grössen  Pa,  QUr.  etc.  und   der   Grössen  /'yds.,  fdß*  etc.  die 

reinen  Determinanten -Ausdrücke  einführt.  Es  muss  daher  —  einen 
rein  numerischen  Werth  haben.    Hieraus  folgt  offenbar,   dass  —=-!-? 

Qß*  Qu* 

sein  muss.     Nun  kann  —  nicht   gleich  —  1    sein;    denn   dann    würde 

man  erhalten:  qux  =  —  QaX)  Qax  =  —  QyX)  Qß»  =  —  QY»,  und  dies 
würde  einen  Widerspruch  einschliesseu.  Daher  muss  Qax  =  QßX  sein; 
d.  h.  es  müssen  alle  21  Grössen  qxi  denselben  Werth  haben.    Nun  ist 

l 
Q*i  =  rxrxrxx  =  c;     rx  =  — - ; 

'  ■/. 

daher  erhalten  wir : 

wo  jetzt  c  für  alle  21  Functionen  öXA  denselben  Factor  bedeutet.  Zu- 
gleich erkennen  wir,  dass  zwischen  den  Determinanten- Ausdrücken  P 
und  Q  die  folgende  identische  Relation  besteht: 

S     j(-  lYr*l»fr,sfipitfpraPmQam\  —  0. 

,3  f  ' 

III.     Es  sei  m  ==  xku. 

Für  die  graden  a-  Functionen  lassen  sich  Ausdrücke  von  genau 
analoger  Form  nicht  aufstellen.  Es  tritt  hier  ein  ähnliches  Verhalten 
ein,    wie   in    der  Theorie   der  Abel'schen  Functionen    von    zwei   Argu- 
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ff. 


menten,  wo  die  Quotienten  :  ebenfalls  in  ganz  anderer  Form  dar- 
gestellt  werden,  wie  die  Grössen    °x    (unter  am  verstehen  wir  dort  die 

Go 

Function  8(w,  «';  ftm*,  vms),  oder  eine  Function,  die  sich  von  dieser 
nur  um  einen  willkürlich  anzunehmenden  constanten  Factor  unter- 
scheidet). 

Für  m  =  xXfi  stellen  wir  folgende  Wurzelfun ctionen  auf: 

yH,j/H7xVH^,    VHiVH^YWx,    vr^y^yb^x, 

Diese  multipliciren  wir  sämmtlich  mit  dem  Factor: 

B 

Da  das  Product  dieses  Factors  mit  ]/Hx]/Hxxj/äXlil  gleich  FxiFy.fl 
ist,  so  bekommen  wir  dadurch   folgendes  System: 

TT    TT    TT 

Fy.xFXfl,    Fx^Fiy.,    F/uy.F^x,        :-^ , 

von  dem  leicht  einzusehen  ist,  dass  die  einzelnen  Grössen  unter  einander 
linear  unabhängig  sind.  Denn  zwischen  den  ersten  drei  Gliedern, 
welche  quadratische  Functionen  von  x,  y,  z  sind,  die  in  den  Punkten 
x,  A,  tt  verschwinden,  besteht  offenbar  keine  Relation.  Der  letzten 
aber  können  wir,  da 

HyHxGxi.    —    IiFy.X 

ist,  die  Form  geben: 

HnF*x 
G*x 
Ware  diese  durch  die  drei  früheren  ausdrückbar,  so  müsste  eine  Glei- 
chung bestehen  von  der  Form: 

SMFxx  =  Gy?.G, 
wo  G  eine  homogene  quadratische  Function  bedeutet.    Diese  Gleichung 
müsste,    da   sie  nur  von  der  vierten  Ordnung   ist,   eine  Identität  sein. 
Es   müsste   also  Hu   durch   Gxx  theilbar   sein,    was    nicht   der  Fall  ist. 
Die  Function   Wayifl  niuss  deshalb  darstellbar  sein  in  dieser  Form: 

r>0  (  uO   ztO  ttOI 

V*'*ß  -    s—o  ,—o  /— u  |^(^o,2/o,  *o)  +  C     *    *    »\, 

Ynly  B.IV  nl  \  ä°     j 

wo  G(xt),y{),z0)  eine  quadratische  Function  bedeutet,  die  in  den  Punkten 
x;  A,  11  verschwindet.     Dieser  Ausdruck  für  W6xZn   niuss  ferner  so  be- 
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stimmt  werden,  dass  er  verschwindet,  wenn  (#0,  y0,  0O)  —  (#a,  yi,,  &h) 
(h  =  J ,  2,  3)  gesetzt  wird.  Zu  diesem  Zweck  bilden  wir  eine  sechs- 
gliedrige  Determinante,  deren  erste  Horizontalreihe  durch  die  Grössen 

gebildet  wird.  Die  darauf  folgenden  sollen  aus  dieser  dadurch  ent- 
stehen, dass  man  (x0)  yn,  z{))  der  Reihe  nach  durch 

(*i>Sfi>*i)i    (*s»y»»*t)>    («x,6x,  cx),    (a*,  bi,ci),    (apfbftfC/t) 

ersetzt.  Diese  Determinante  multipliciren  wir,  um  sie  in  Bezug  auf 
die  Iudices  x,  k,  [i  symmetrisch  zu  machen,  mit  dem  Vorzeichen 

s  =  (_  iy\if+i\n 

und  bezeichnen  das  Product  durch 

G(0,  1,  2)*Xfl. 

Unter  G  (0,  1 ,  3),,^  soll  dann  diejenige  Grösse  verstanden  werden, 
die  aus  6r(0,  1,  2)xifl  durch  Vertauschung  des  Werthsystems  (x2)  ?/.,,  z.,) 
mit  {x%,  ?/3,  z3)  entsteht,  u.  s.  f.     Es  ist  dann  offenbar: 

6r(0,l,2)  =  -G(l,0,2); 

0(0,0,  2)^=0,  etc. 

Die  Function  G(x0,  y0)Z0)  muss  dann  auf  die  Form  gebracht  werden 
können : 

G(*oi  Vo>  *o)  =  «ö(0,  2,  3)x^  +  bG(0,  3,  1)^,((  +  cö(0,  1,  2)xl/l) 

wo  rt,  Z>,  c  von  (a?0,  y0,  £0)  unabhängige  Coefficienten  bedeuten.  Diese 
Coefficienten  müssen  so  bestimmt  werden,  dass  der  Ausdruck 

verschwindet,  wenn  (x0,  y0,  zQ)  gleich  einem  der  drei  andern  Werth- 
systeme  gesetzt  wird.     Wir  erhalten  also: 

G{*i,Vi,*i)  +  C    -~ -"=0. 

Andrerseits  ist  aber,  da  Cr(0,  3,  \)xx^  und  6r(0,  1,  2)x/1/  versehwinden, 
wenn  (x{),  y{),  0O)  =  (#,,  yt,  zx)  gesetzt  wird: 

G(%i,  Vd  ~ri)  =  aG{\,  2,  3)xx,u. 
Wir  können  also   setzen: 

0  —  0(1,2,3),^, 

7/*  Hl  Hu 

a  = -,^^- 

li1 
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B? 

Die  Function,    welche   wir   auf  diese  Weise   erhalten,   bezeichnen 
wir  durch  R*/^,  : 

U  =  *" ''I 'C  '■'('■  2,  3).„  -  ^~"'  ff(2.  3,  0),,., 

Tj'2   t/^  ii-  Jj3  tt3  tt3 

+  ^     Sff(8,MW7      ^     <-G  (0,1,2),;.,, 

in  welcher  Summe  jedes  Glied  aus  dem  vorhergehenden  durch  eyklische 
Vertauschung  der  Werthsysteme  (#0,  y0,  #0)  •  •  •  (ff3,  2/3,  %)  "nd  durch 
Aenderung  des  Zeichens  hervorgeht.  Die  Grösse  R  bedeutet  in  dieser 
Formel   die   dritte  Wurzel   aus   dem  Product   aller  sieben  Grössen   //  : 


R  =  y  Hx  H2  H3  HA  Hh  H^  H-  5 

sie  kann  indess  auch  rational  dargestellt  werden. 

Da  Ry.xf,   offenbar    eine    alternirende    Function    der    vier    Werth- 
systeme ist,  so  erhalten  wir  jetzt: 

wo  c  einen  von  allen  Werthsystemen  unabhängigen  Factor  bedeutet. 
Dieser  kann  indess  möglicher  Weise  noch  von  dem  Index  x/l4u  ab- 
hängen. 

IV.     m  =  0.      , 

Hier  gehen  wir  aus  von  dem  System: 

YHti/Hn/H^,  l/Hii/Hpj/HT^  yKyHxi/äV*,  Y^iY^VW*, 

oder : 

VRFxl,    ]/BFXM    VRFhX,   /BF*lF*>'Gl('. 

Dass  diese  Grössen  linear  unabhängig  sind,  zeigt  sich  in  derselben  ein- 
fachen Weise,  wie  früher.  Es  muss  sich  also  jede  Wurzelfunction 
dritter  Ordnung  mit  dem  Index  0  in  dieser  Form  darstellen  lassen: 

{Ax  +  By+Cz)B)t+DFitlFx    GXfl 
VR 
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Der  Zähler  dieses  Quotienten  ist  eine  homogene  Function  vierter  Ord- 
nung, die  an  allen  Doppelpunkten  verschwindet  ,  an  der  Stelle  x  aber 
von  der  zweiten  Ordnung.  Hier  ist  der  Index  x  bevorzugt;  wir  können 
aber  dieselbe  Function  in   den   drei  Formen: 

also  auch  in  der  Form : 

/  jj    AGt  +  BGt+CGs 
V"   AHX  +  BHX  +CHM 

darstellen,  wo  A,  B,  C  beliebige  Coefficienten,  und  Gl ,  G2,  G-6  homo- 
gene Functionen  vierter  Ordnung  bedeuten,  die  sämmtlich  an  den  sieben 
Doppelpunkten  verschwinden.  Wir  können  also  als  Nenner  eine  will- 
kürliche lineare  Function  der  Grössen  H,  H,  H  einführen,  z.  B.  die, 
von  der  wir  die  unteren  Grenzen  der  Integrale  abhängig  gemacht 
haben.  Es  ist  dann  klar,  dass  der  Zähler  ebenfalls  in  den  vier  Punkten 
(«Aj  b,n  cA)  {h  =  0,  1,  2,  3)  verschwinden  muss.     Denn  es  ist 

{AG,  +  BG2  +  CG,)HX  =  HG,; 

wird  nun  (x,  y,  z)  =  (a*,  bh,  C/,)  gesetzt,  so  wird  H  =  0,  während  Hx 
(wenn  wir  nicht  eine  besondere  Wahl  der  Punkte  (a/( ,  b/,,  c,t)  annehmen) 
von  Null  verschieden  ist.  Daraus  folgt,  dass  wir  jede  Wurzelfunction 
dritter  Ordnung   mit   dem   Index  0  in   dieser  Form  darstellen  können: 

wo  G  eine  homogene  Function  vierter  Ordnung  bedeutet,  die  in  den 
sieben  Doppelpunkten  und  den  vier  Punkten  (#/, ,  bh ,  C/,)  (]t  =  0,  1,  2,  3) 
verschwindet.  Für  die  Function  Wö0  tritt  nun  noch  die  Bedingung 
hinzu,  dass  sie  an  drei  ferneren  Stellen:  (#,,?/,  ,  #,),  (x.2,  y2,22),  (#3,2/3,  03) 
verschwinden  muss.  Durch  diese  14  völlig  gleichartigen  Bedingungen 
ist  die  Function  bis  auf  einen  von  (x0}  y0,  £0)  unabhängigen  Factor 
definirt.  Wir  haben  eine  Function  vierter  Ordnung  in  Form  einer 
Determinante  zu  bilden,  deren  15  Horizontalreihen  aus  der  Reihe 

#4,  x3y,  xzz  •  •  •  zK 
dadurch  hervorgehen,  dass  man  für  x,  y,  z  die  Grössen 

{Xh ,  2/a,  8h)  (h  =  0,  1,  2,  3),  (aA,  h,  ch)  (7t  =  0,  1,2,  3), 
(aa,  ba,  ca)  {a  =  0,  1,  •  •  •  7) 

setzt.  Diese  Determinante,  die  eine  alternirende  Function  sämmtlicher 
15  Grössensysteme  ist,  denken  wir  uns  noch  mit  einem  alternirenden 
Vorzeichen  behaftet;  das  Product  ist  dann  unabhängig  von  den  lu- 
dices  uud  kann  durch  S0  bezeichnet  werden.  Da  Wö0  eine  alternirende 
Function  sein  soll,  so  haben  wir  zu  setzen: 

Sohottky,  Abol'sche  Funct.  10 
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k=0    \    n         ) 


wo  c  eine  Constante  bedeutet.  Dies  ist  demnach  der  einzige  Fall,  in 
welchem  wir  die  unteren  Grenzen  der  Integrale  in  den  Ausdruck  von 
YFom  aufgenommen  haben-,  und  auch  hier  ist  es  aus  der  Bildung  des 
Ausdrucks  unmittelbar  klar,  dass  eine  Aenderung  der  unteren  Grenzen 
auf  die  Function  60  keinen  Einlluss  ausübt,  wenn  man  nur  die  neuen 
unteren  Grenzen  so  wählt,  dass  die  entsprechenden  Punkte  der  Curve 
M  =  0  auf  einer  graden  Linie  liegen. 


Kachtrag. 


Ueber  die  hyperelliptischen  Functionen  dreier  Variabein. 

Den  allgemeinen  Entwicklungen  liegt  die  Annahme  zu  Grunde, 
dass  keine  der  graden  0- Functionen  zugleich  mit  den  Argumenten 
verschwindet,  dass  also  alle  36  Grössen  c0,  cx/.u  von  Null  verschieden 
sind.  Der  Vollständigkeit  wegen  möge  nun  der  Fall  untersucht  werden, 
in  welchem  eine  dieser  36  Constanten  gleich  Null  ist. 

Ist  Cyxu  =  0,  so  setzen  wir  xl(i  =  s,  und  bezeichnen  durch 
1',  2',  3'  •  •  ■  7'  die  Indices  x,  k,  u,  ßyd,  yda,  daß,  aßy  in  irgend 
welcher  Reihenfolge.  Bedeutet  dann  a  irgend  eine  (Jombination  der 
neuen  primitiven  Indices ,  und  setzen  wir  0,  a  =  0„ ,  so  sind  wieder 
durch  0O,  Qy  /  „■  alle  graden,  durch  0Z  und  Qxx-  alle  ungraden  Theta- 
Functionen  bezeichnet,  und  es  wird  0()  =  0,  wenn  die  Argumente 
gleich  Null  gesetzt  werden.  Derjenige  Fall,  in  welchem  eine  der  ."..". 
Grössen  Cy.x^  den  Werth  Null  hat,  lässt  sich  daher  durch  eine  Aende- 
rung  des  Systems  der  primitiven  Indices  immer  zurückführen  auf  den, 
wo  c0  =  0  ist. 

Wir  nehmen  deshalb  an,  dass  c0  =  0,  die  übrigen  35  Grössen  cxiM 
dagegen  von  0  verschieden  sind.  Im  Uebrigen  bleiben  offenbar  die 
auf  S.  23  und  25  aufgestellten  Relationen  unter  den  Theta-Functionen 
bestehen;  es  ist  also: 

7 

(1)    2[{-tyka>la>mtt)Q(v+w-)klmttQ  v-w-,-)mae(u+v-)kaQ(u-v-)la] 

=  0, 

7 

-  ^K-  i)lka'la'ma)Ckim*cmaekaela]  —  0. 

Die  zuletzt  aufgestellte  Gleichung  unterscheidet  sich  nur  dann  von 
der  früheren,  wenn  der  Index  Jcl  grade  ist,  also  entweder  =0,  oder 
=  xAfi.  Demnach  erhalten  wir  die  für  diesen  Fall  charakteristischen 
Gleichungen,  indem  wir  l  =  Jc,  oder  l  =  TcxX(i  setzen: 

10* 
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(3)  2ü-  1>""" '  *"£.  eüJ =°> 


a  =0 
7 


(4)  ^K-  i)t*-,**"1|,i""9^««^A««e*.e*„ij  =  o. 

Aus  der  letzten  Gleichung  folgt,  dass  die  drei  Producte 

Qx0xu,     OzO,uy,     0^0,;. 
und  allgemeiner: 

(5)  0**0*;.,,,,     QuQkux,     Qkf*Qkxi 

immer  durch  eine  lineare  homogene  Gleichung  verbunden  sind;  das- 
selbe gilt  von  den  drei  Producten 

(6)  QkaßQkyd)       QkßyQkad,       Ö*y«ö*/Jj- 

Wir  wollen  nun  die  Anfangsglieder  der  ungraden  Functionen  0y, 
0;/(  durch  uy.}  ii).h,  das  Anfangsglied  der  graden  Function  0O,  welches 
eine  homogene  quadratische  Function  der  Argumente  ist,  durch  iv0  be- 
zeichnen. 

Aus  (6)  erhalten  wir,  indem  wir  dort  k  =  d  setzen,  eine  homo- 
gene lineare  Gleichung  zwischen : 

0«0yrJ,        QfQyad}        OyQapd- 

Dieselbe  Gleichung  muss  bestehen  zwischen  den  Anfangsgliedern  dieser 
Functionen : 

C(tydUa,       CyadUp,       CaßdUy. 

Daher  besteht  eine  lineare  Gleichung  zwischen  den  drei  homogenen 
linearen  Functionen  der  Argumente:  ua,  Up,  u- • .  Dies  können  wir  so 
aussprechen : 

I.  Die  sieben  graden  Linien  w*  =  0  (%  =  1,  2--  -7)  gehen  sämmt- 
lich  durch  einen  Punkt.     Diesen  Punkt  bezeichnen  wir  durch  (0). 

Setzen  wir  ferner  in  dem  System  (5)  k  =  d(i,  so  erhalten  wir 
eine  Gleichung  zwischen 

0xj^,0j;. ,    0;.cf,«0(jx,     0x  (*;.,«  0rf- 
Hieraus  ergiebt  sich,  wenn  wir  wieder  auf  die  Anfangsglieder  zurück- 
gehen, eine  lineare  homogene  Gleichung  zwischen  ujz,  u$y.,  us .    Dar- 
aus ist  ersichtlich: 

II.  Die  sieben  Graden  ux  =  0  und  uait  =  0  («  =  1,  2  ...  7,  aber 
C  %)  schneiden  sich  in  einem  Punkte.    Diesen  bezeichen  wir  durch  (x). 

Endlich  setzen  wir  im  System  (5)  k  =  x  L  Dann  folgt  eine  homo- 
gene lineare  Gleichung  zwischen 

0,0,,,,     0,0^,     0,^0O. 
Hieraus  ergiebt  sich,   dass   eine   ebensolche   Gleichung   bestehen   muss 
zwischen  den  drei  quadratischen  Functionen : 
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Dadurch  erkennen  wir,  dass  die  beiden  Graden  ux  =  0,  Ui  =  0  sieh 
auf  dem  Kegelschnitt  tv0  =  0  schneiden,  ebenso  die  Graden  u»  =  0 
und  «X/U  =  0.     Wir  sehen  also: 

III.    Die  acht  definirten  Punkte  (0),     1  .     2      .      7)  liegen  auf  dem 
Kegelschnitt  tv0  =  0. 

Durch  diese  drei  Sätze  ist  die  Lage  der  28  Graden  u„  =  0, 
)<*;.  =  0  zu  einander  und  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  tru  —  0 
reichend  charakterisirt;  die  Graden  sind  die  Verbindungslinien  von 
acht  Punkten  des  Kegelschnitts,  und  zwar  n,.  =  0  die  Verbindungs- 
linie der  Punkte  (0)  und  (x)}  u*x  =  0  die  der  Punkte  (x)  und  /.  .  Wir 
wählen  nun  ein  besonderes  Coordinatensystem.  v  =  0  sei  die  Tangeute 
an  den  Kegelschnitt  im  Punkte  (0);  v"  =  0  irgend  eine  andere  Tan- 
gente, und  v  =  <>  die  Verbindungslinie  der  beiden  Berührungspunkte. 
Der   Gleichung   des  Kegelschnitts   können    wir   dann   die  Form  geben: 

uv    —  v  •  =  U. 

Für  die  Punkte,  die  auf  dem  Kegelschnitte  liegen,  hat  man  dann: 

v  v"  ., 

und  es  entspricht  jedem  Punkte  der  Curve  ein  Werth  von  p,  und  um- 
gekehrt; speziell  dem  Punkte  (0)  der  Werth  p  =  cc .  Die  Werthe 
von  p,  welche  den  übrigen  Punkten  (1),  (2)  •  •  •  (7)  entsprechen,  be- 
zeichnen wir  durch  «]7  a,  •  •  •  a-.  Die  Verbindungslinie  der  Punkte 
(0)  und  (x)  hat  dann  die  Gleichung  a»v  —  v  =  0,  die  der  Punkte  (x) 
und  (A)  die  folgende:  oxa;.  v  —  (fl*  -\-  a{)v  -j-  c"  =  0;  wir  können 
daher  setzen 

(7)  IV 0  =  l0  {V  ü"  —  V  2) ,       Uy.  =  lx  V»  ,       Uxi  =  1*2  l'y.  X  \ 

wo 

(8)  i\  =  üy.  v  —  v  ;     vxi  =  üy  ai  v  —  (ax  -j-  ai)  v  -f  v" 

ist,  und  /0,  ly,  Ixi  noch  genauer  zu  bestimmende  Constanten  bedeuten. 
Wir  können  bewirken,  dass  zwei  von  den  sieben  Grössen  ax  will- 
kürlich vorgeschriebene  Werthe  erhalten.  Wir  können  z.  ß.  erreichen, 
dass  ßj  =0  wird  dadurch,  dass  wir  die  Linie  v"  =  0  mit  der  Tan- 
gente im  Punkte  (J)  zusammenfallen  lassen.  Dann  können  wir  noch 
r,  v' ,  c"  mit  drei  Constanten  a,  &,  c  multipliciren  .  die  aber  der  Be- 
dingung ac  =  b2  genügen  müssen,  damit  die  Gleichung  des  Kegel- 
schnitts uugeändert  bleibt.  Dadurch  können  wir  bewirken,  dass  a2  =  1 
wird;  die  übrigen  Grössen  a3,  «4  •  •  •  a-  sind  dann  die  wesentlichen 
Constanten  des  Systems.  Wir  denken  uns  also  zwei  dieser  Grössen 
willkürlich  gewählt;  damit  ist  das  ganze  Grössensystem  al}  a2  ■  ■  •  a- 
völlig  bestimmt.    Es  bleibt  dann  noch  eine  Aenderung  übrig,  die  man 
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machen  kanu;  ohne  die  Gleichungen  der  Graden  und  des  Kegel- 
schnitts zu  ändern;  man  kann  nämlich  alle  drei  Grössen  v,  v ,  v"  mit 
einem  und  demselben  Factor  /.•  multipliciren.  Dadurch  geht  vx  und 
Vyj.  in  v*  =kvx,  Vy.i  =  kvy.x;  w()  in  wü'  =  Jc2w0  über;  es  treten  also 
an  die  Stelle  der  Factoren  lQ}  lx,  ly.,.  folgende:  l0'  =  Z0&2,  //  =  /,/,•, 
\xx  =  IxiJc.    Ueber  diesen  Factor  /  werden  wir  ebenfalls  verfügen;  jeder 

der  Quotienten     *-,  -?— ,     ''—  muss  sich  dann  durch  a*}  a2.  .  •«-,   allein 

<o  'o  'o 

ausdrücken  lassen. 

Wir   setzen    in   der   Gleichung  (4)   einmal    h  =  x,   m  =  yd,   das 
andere  Mal:   h  =  y}   m  =  xö.     Dann   erhalten  wir  die  zwei  Formeln: 

7 
^[(—   iya*>a?-^a*Ö)CaYdy.^CaYdOay.Ou?.fl'}   =  0, 

7 

*>}[(—  i){a^aYXk^c"Sy)Cuö^cady.QuyQl(Yy;Alt]=0) 

a  =  0 

die  sich,  mit  Hinweglassung  der  verschwindenden  Glieder  und  der  ge- 
hörigen Vereinfachung  der  Vorzeichen,  auf  folgende  reduciren: 

Caß  y.  Cyäy.Qn  Oy.?.,u  +  (~  ]    '''  '  "  <- «  ßüCydX  §  '  >■  ©,«  +  (~  lY  '  lCaß/lCyjft  QKfl  0;.  =  O, 
CßyxCadxQayQßd  ~  Cßix  Cayx®iyQa  j  =  (—    l  )"  '  ^  +  y  [  <iC«i*xCy^z0u  0z/(( . 

Daraus  ergiebt  sich  : 

Caiiy.Cydy.C^fll(j{vv"  —  V2)  +  (—  ly^CaßlCyäxlxllpVxlVp 

_f_  (_   lY^CaßftCytplxphVxpVx  =  0; 

Cßyy.Cad  y.ltxylpdVayVjd  C|J  d *  Ca  y  x  Iß  y  la  6  V(i  y  Va  ä 

=  (-   l)a  '  t*+y  '<  äCaßxCyöxCxXnk  (w"  —  V2  >. 

In  der  ersten  Formel  setzen  wir  vi  ==  0,  also  v  =  axV.    Dann  wird 
Vf,  =  (ap  —  a-x)v,     vx-,.  =  v"  —  ax2v,     vv"  —  v2  =  v(v"  —  ax'v). 
Daher  erbalten  wir: 

CaßxCydxCXpJo  =  (—   iyifl(az  —  «,«)  CaßiCydJxJ.fl. 

In  der  zweiten  setzen  wir  VßY  =  0,  also  v"  =  —  dßOyV  +  {o-ß  -\-  aY)v. 
Dann  wird 

vay  =  (aa  —  aß)  (aYv  —  v),     Vßd  =  («d  —  <h)  (aßV  —  v), 
vv"  —  v'2  =  —  (aYv  —  v)  (üßV  —  v)\ 
daher  ist 

CaßXCydxC?.flXln    =    (—    l)tt'/*  +  yl'(a«    —    ttß)    (Oy    —    a^CßyxCadxhylßd- 

Wir  führen  nun  folgende  Bezeichnung  ein  : 

(9)  (—  1)*I*K  —  ax)  =  axi. 
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Da  (—  l)*l*  ein   alternirendes  Vorzeichen  ist,    so  ist   axx  =  axi.     Die 
beiden  Relationen,  welche  wir  erhalten   haben,  sind  dann: 

(10)  Cariy.CydxCX/iiy.l{)  =  aXfiCaßXCyizlxxlfif 

(llj  ^(t  ßx('y(}  yf'/i,  y'lt    ^=    U(t  1(l  yi\<'  iy  /''<l<)y.l,,y'  fl')  • 

Vertausclit  man  iji  der  ersten   Formel  x  mit  k  und  multiplicirl  die  neu 
entstehende  Formel  mit  der  ursprünglichen,  so  erhält  man: 

(12)  c*      {  =  a     a,    ££. 

Vertauscht  man  dagegen  x,  A,  jt  cyklisch  und  multiplicirt  die  drei  so 
erhaltenen  Formeln,  so  erhält  man: 

(13)  cs ,    ll  =  a„,a     a,   l  d     L   l  LI  . 

\       /  xi/i   0  xa     xfi     Xft    y.l   y.fi  Xfi   x  ).  fi 

Die  Division  beider  Gleichungen  liefert: 

j  axXlxfilXfilxlX   __  axxlx2h.2        hxhfihii 


hl*p  llx  Wß 

In  dieser  Form  geschrieben,  zeigt  diese  Gleichung,  dass  der  Quotient 

**xW 


7  2      7    2 

lx  X  f0 

einen  von  den  Indices  x,  k  unabhängigen  Werth  haben  muss.  Diesen 
VVerth  r  können  wir,  indem  wir  dadurch  über  den  erwähnten  willkür- 
lichen Factor  Je  verfügen,  gleich  1  setzen;  wir  erhalten  dann: 

72        7     2 

/,  ,n  lxX  fo 

(14)  a*x=  .tto; 

'■/.    lx 

(15)  Cylix  —   xx^tihfi 

Diese  Ausdrücke  für  die  Grössen  «*;.  und  c*;^  führen  wir  in  die  beiden 
Gleichungen  (10)  und  (11)  ein.  Dann  verwandeln  sich  dieselben  in 
Relationen  zwischen  den  Grössen  /  allein: 

,-.f>\                                     Lyl-iy.  lyxhxb.xlpx             Kx^ßX  *y  X  h^xX^fi). 
fin\  aß'ay  eco'^Y  ßo'yo a    7?   'yd 

Wir  bezeichnen  nun  das  Product  aller  sechs  Grössen   llty,,  die  mau  er- 
hält, wenn  man  für  a  die  sechs  von  x  verschiednen  primitiven  Indices 
setzt,  durch  Lx)  mit  L  dagegen  das  Product  aller  21  Grössen  Jy.-,. .    Aus 
dieser  Definition  folgt  dann  identisch: 
(18)  r-  =  L{L2-.-L.,, 

Kjh<yK<d^iy\nlyd    _  L 


(19) 


lfiJfty.]y.A  Ly.LXLfl 
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Danach  gehen  die  beiden  Gleichungen  (16)  und  (17)  in  folgende  über: 

Aus  der  ersten  dieser  Gleichungen  folgt: 

(21)  Lx  =  mlx\ 

wo  m  eine  von  dem  Index  x  unabhängige  Grösse  bedeutet;  aus  der 
zweiten  dann : 

(22)  L  =  £  tf  V2 1  '2 V  fc1  /r  /</-'  =  tt  . 

wenn  wir  unter  /  das  Product  der  sieben  Grössen  la  verstehen.  Da 
nun  L-  gleich  dem  Product  der  sieben  Grössen  Ly.  ist,  so  folgt  aus 
(21),  dass 

ist.     Vergleichen  wir  dies  mit  (22),  so  erhalten  wir 

l 
ms=Tl' 

Es  ist  also: 

H  "  n 

(23)  £*--£-,     L  = 


7  4    7         -"  111 

<o  fo 

Z         Z  c 

Es  ist  jetzt  leicht,  7*,   -£-,   -^  durch  die  21  Grössen  aay,  d.  h. 
die   Differenzen  der   sieben  Parameter   «,  .  .  .  a7    auszudrücken.     Die 

7J  3 

letzte  Gleichung   Lx  =  -A-  lässt  sich  so  schreiben : 

J7<M-£,     oder:  Jj(fe)-&. 


wo  das  Product  auszudehnen  ist  über  alle  von  x  verschiedenen  Zahlen 
«  der  Reihe  1 ,  2     •  •  7.     Da  nun  nach  (14)  yyfl  =  a*;-   lst>   so   er" 


halten  wir: 

U  l 

(24) 


V        ZR«„)  ' 
Aus  der  Gleichung  (14)  geht  nun  weiter  hervor 


(25) 


7  4  n  2 


V "   /7K*)  //(M ' 

a  a 

und  aus  (15): 

V  ". ![<•») M(:*) !!(««*) 
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Nun  ist 

//(«„*)  =—    //(««    -      ' 

it  ic 

=  —  ifla  —  ax)(a,fl     ax)(ay      ax)(<u      ",><<<,      ax)(aM      ax)\ 
es  ist  also: 

V  .   __  -l 

V  ""  (««-«»)(arM(fl:    "-"'    "/  ■">    ",)(«,-fl/i ' 
ü ^i 

V  '      (««  -  «*)  («*  -  «*)  («y  -  «x)  («d  -  ««)  («„  -  ««)  (««  -  ax) 
(«/»-  «*)(ay_a*)  («d     ";.)(<V -«;.)' 

—  1 


(27) 


4 

*  /  /i 


'„  '  (««  ~   «*)   (<V  -  «x)  («y  -  «x)   («d   -  «x)  (««  -  <*/.  )    («*  ~  «V.  ) 

(aY-H)  («d-«;.)  (««-«„)  (•/»-«*)  (ay  -%)(aä-%)' 
Damit  ist  die  Aufgabe,  die  in  der  Theorie  vorkommenden  Constanten 
durch  unabhängige  Grössen  auszudrücken,  gelöst. 

Wir  gehen  nun  dazu  über,  einige  einfache  Relationen  unter  den 
Theta-Functionen  selbst  aufzustellen,  aus  denen  die  Art  ihres  algebrai- 
schen Zusammenhangs  klar  erkannt  werden  kann.  Die  algebraische 
Darstellung  der  ©-Quotienten  durch  drei  unabhängige  Grössen  xx,  .'.,. 
x.A  ergiebt  sich  dann  fast  von  selbst.  Wir  wollen  aber  zuvor  von  den 
Theta-Functionen  ihre  irrationalen  constanten  Factoren  ln,  lx ,  lxx, 
cxxn  absondern,  und 

(28)  9o  =  ?otfo>     0*  =  lyGx,     Qx/.  =  Jxx<5X).,     Qx?.ft  =  cxxltöxiM 

setzen,  so  dass  jetzt  das  Anfangsglied  in  der  Entwicklung  von  tf0 
gradezu  =  vv"  —  v"1,  das  von  <5X  =  v  ,  das  von  6y/.  =  vxx,  und  das 
Aufangsglied  von  o"x;.M  =  1  ist. 

Ferner  dividiren  wir  durch  <T0  alle  63  übrigen  Grössen  6nn  und 
bezeichnen  den  Quotienten  durch  pm.     Es  ist  also 

(29)  px  =  — ,     pxl  =  — ,     pxlu  =  — £-• 

"0  "0  Oh 

I.  Wir  leiten  zunächst  eine  Relation  her  aus  der  Gleichung  (3), 
indem  wir  dort  Je  =  0,  m  =  xku  setzen.  Für  «  =  x,  k,  fi  verschwindet 
der  Factor  cma',  es  ist  also: 

oder: 

'L&  +  s    {(-i/""^e:|=o. 

r  a,ß,  y,  d  l  '   ■'  ' 

Führen  wir  hier  die  Grössen  p  ein ,  so  erhalten  wir  : 
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«.*r.'M  e*l/ttf         J 

Nun  ist  nach  (15) 

daher: 

C/?y  dh    _  _    ^q  ?x  ^  ?»    lliyl!idlyJ^ 
Cxlph  l(ilYldl()     Kxhfihfi 

Wenden  wir  hier  die  Formel  (17)  an,  so  folgt: 

WH1*»  =  '«'VW      i 

ly.Z  lXfi  hfi  h  h  l(i  l02        laß  ltxylad7 

daher : 

C(iydla  _  _    lJ  lß  ly  lÖ  1 


Erheben  wir  diese  Formel  in's  Quadrat,  so  ist  nach  (14): 


;6?2    /  2    ;2 
*0    afilccylad 
7   07   27   27   2    da ß Gay  da  d] 


es  ist  also: 


mithin  erhalten  wir: 

CA)  g    | ^«  -|=i 

«,/*,  y,  rf  Ka«  ~  <V)  (a«  -  ö'y )  (a«  ~  a«0  J    " 
Zwischen  je  vier  der  sieben  Grössen  pfe2  besteht  also  eine  nicht  homo- 
gene lineare  Gleichung. 

II.  Wir  gehen  zurück  auf  die  Gleichung  (2).  Aus  dieser  geht 
hervor,  dass  zwischen  den  vier  Producten  <5a<5uy.f  äßößxj  öyGyx-,  Gä^dx 
eine  lineare  homogene  Gleichung 

Ä6uaax  -f  Büß0ßx  +   CßyÖyy  +  Dasösy.  =  0 

besteht;  man  erhält  diese,  indem  man  k  =  x,  2  =  0,  w  =  Aft  setzt. 
Wir  wollen  aber  die  Coefficienten  in  anderer  Weise  bestimmen. 
Offenbar  muss  dieselbe  Gleichung  zwischen  den  Anfangsgliedern  be- 
stehen : 

Avavax  -f-  BvßVßX  -4-  CvYVyy.  +  Dvevjx  =  0. 
Wir  setzen  nun  v  =  1,  v  =  p,  v"  =  pl\  dann  geht 

vx  in  ax  — p,     vxx  in  (ax  —  p)  (ax  —  p) 
über.  Es  muss  also,  für  willkürliche  Werthe  von  2),  die  Gleichung  bestehen: 
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l  a        py  i    /;  a  __py  +  C(aY  -  p)2  +  D(«,,  -  p)2  =  0. 

Daraus  geht  hervor:   Zwischen  je  rier  Functionen  #  p  „,  p  py« 

}h))K\y.  besteht  eine  Gleichung: 

(B)  1/'  /'      '    'BppPß*  +  CPyPv*-\r  DpdPdx=>0} 
deren  Coefficieuten  bestimmt  sind  durch  die  Formeln: 

-I  +B  +C  +D  =6, 
4afl  -f-  ^'".->  +  r"y  ~\- Das  =0, 
-U/-  +  Ba^2  +  Cay2  +  Do,2  «=  0. 

III.  Wir  wissen,  dass  eine  Gleichung  besteht  von  der  Form: 

A  Öy.Ou,   +   B6l6xfl   +    Cöndy).  =  0. 

Die  Coefffcienten  lassen  sich  auch  hier  bestimmen,  indem   mau  auf  die 
Anfangsglieder  zurückgeht : 

Da   ein  Coefficient  von  r"  in  den  Grössen  va  nicht  vorkommt,   in  den 
Grössen  vaß  dagegen   gleich   1   ist,  so  erhalten  wir: 

Avx+'Bvi+XJvp^O, 

oder: 

A  (axv  —  v)  -f-  B(axv  —  v)  -j-  C^a^v  —  v)  =  0. 
Hieraus  folgt: 

A  =  cix  —  au ,     B  =  du  —  ay ,     C  =  ox  —  ax  \ 
daher : 

(C)  (ax  —  a,<)py.pÄM  +  (aM  —  Chdpip^x  +  («*  —  ax)PpP*z  =  0. 

IV.  Wir  stellen  jetzt  noch  zwei  Gleichungen  auf,  welche  Be- 
ziehungen der  Functionen  p*iu  zu  den  übrigen  angeben.  Erstens  muss 
eine  lineare  Relation  bestehen  zwischen  606xiU}  6x;.au,  ö/u(5,/.  zweitens 
zwischen  <506y.Xu,  OayG^d  un(l  6*y6a3-  Beide  Relationen  sind  schon  auf- 
gestellt, als  es  sich  um  die  Darstellung  der  Moduln  handelte,  und  die 
einfachsten  Ausdrücke  der  Coefficieuten  sind  durch  die  Formeln  (10 
und  (11)  gegeben.     Es  ist  demnach 

ai(l0Q6xXf*  +  (—  \yUtGy.xOu  +  (—  1  "    ;e^„o;  =0, 
(—  \)a^i+^daaia.^6{)0y.-,u  =  aa..ößd  —  0ßY<Sad] 
oder: 

P*iPn  —  P*mP*  +  (a*  —  <*t*)P*ip  =  °> 

PayPfii  —PßyPaö  =  ifla  ~  <*$)  \.aY  —  <ld)py).u- 

Wir  erhalten  also  pxzM  ausgedrückt  in  zwei  verschiedenen  Formen: 
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(D)  p.lß  _  ^ 


M 


{aa~aß)   (aY~ad) 

Aus  den  fünf  aufgestellten  Relationen  lassen  sich  nun  folgende 
Schlüsse  ziehen.   . 

Zunächst  folgt  aus  (A),  dass  sich  die  sieben  Grössen  px2  durch 
drei  Grössen  /", ,  /!>,  f9  in  folgender  Weise  ausdrücken  lassen: 

p*2  =  a*3  —  /",  ax2  +  f\  ax  —f.A, 
also,  wenn  man  die  ganze  Function  dritter  Ordnung 

(30)  x:i  —  f\  x2  -f-  f>%  —  fz  m^  <p{%) 
bezeichnet : 

(31)  p*2  =  <p(ax). 

Denn  diese  Function   genügt  offenbar  identisch  der  Relation 

<*>(««) 


s    s n"«j  _|  = 

a,ti,y,d  Ka«—°/*)  (a«-ar)  (a«_  a<0' 


=   1. 


Bestimmt  man  nun  f\ ,  f2  f  f3  durch  die  drei  linearen  Gleichungen 
<p(«j)  =P\2,  9 («2)  ==P22>  9(^3)  —Pi2>  s0  folgt  aus  dieser  Gleichung 
im  Verein  mit  (A),  dass  allgemein  cp(ai)  =  ps1  sein  muss.  Die  Coef- 
ficienten  /',,  f.1}  /'3  der  Function  95  (ox)  sind  demnach  bestimmte  Abel- 
sche  Functionen  der  Argumente,  und  zwar  lineare  Functionen  der 
Grössen  px2. 

Aus  der  Gleichung  (B),  die  wir  so  schreiben  können: 

Apapxpax  -f  BpßPxPß*  4-  CpYpxpyX  -f  Dptptpi*  =  0, 
folgt   ferner,   dass   sich  die  21  Producte  pxpipxx  (*,  Ä  =  1,  2  •  •  •  7, 
x  ^  A)  sich  linear  und  homogen  durch  sechs  unter  ihnen 

P\PiP\i,    #iP3.Pi3 1    P\P*P\m    PiPsPr*'    P-P*Pu>    PsPiPu 
ausdrücken  lassen.     Versteht  man  unter  <p(x,  y)  eine  ganze  und  sym- 
metrische Function  vom  zweiten  Grade  in  Bezug  auf  x  und  y,  so  be- 
stehen zwischen  den  21  Grössen  cp(aX}  ax)  genau  dieselben  Gleichungen, 
wie  zwischen  den  Grössen  pxpxpxx  • 

Acp(aa,  ax)  -f-  Bq>(aif  ax)  -f-  C(p(«y,  ax)  +  Dq>(aj,  ax)  =  0, 

wo 

A  -f  B  -f  C  +  D  =  0;     A au  +  #a  *  -f  Cay  +  Döj  =  0, 

Aa2  +  ^V  +  GVy2  +  Bas2  =  0 

ist.  Wenn  wir  also  die  sechs  Coefticienten  dieser  Function  (p(x}  y) 
so  bestimmen,  dass  die  sechs  Gleichungen 


Nacl  ■  lf)7 

y((iy.,  ax)  =  PxPäP*?.    (x,  /.  =  1,  2,  3,  4; 

bestehen,  so  muss  diese  Gleichung  allgemein  gelten  für  alle  'J\  < 'oni- 
binationen  der  Indicea  1,  2  •  •  •  7.  Wir  können  also  allgemein  <li'-  21 
Producte  pxpxpxx  durch  sechs  von  den  Indices  abhängigen  Grössen  in 
folgender  Weise  ausdrücken: 

/x,  A  =  l,2-..7\ 
•"•-  pxPiPxi  =  <p(ax,  ax)    I  x  <  k  \, 

wo  cp  (x,  y)  eine  ganze  und  symmetrische  Function  von  x  und  y  be- 
deutet, die  in  Bezug  auf  beide  Grössen  vom  zweiten  Grade  ist,  und 
deren  sechs  Coefficienten  Abel'sche  Functionen  sind. 

Die  dritte  der  entwickelten  Relationen  giebt  nun  einen  Zusammen- 
hang zwischen  den  Functionen  cp{x)  und  <p(x,  y).  Wir  erhalten,  in- 
dem wir  die  Gleichung  (C)  mit  pxpxPf,  multipliciren,  und  px2  durch 
^C05*);  P'PuP'-."  durch  (p(a,.,  au)  etc.  ersetzen: 

(«;.  —  a^)  <p(ax)  <p{a,.,  au)  +  (a^  —  ax)  cp{a?.)  <p(au,  ax) 
+  (a*  —  ax)  (f  {atU)  tp(aX}  ax)  =  0. 

Ersetzen  wir  auf  der  linken  Seite  dieser  Gleichung  ax ,  a,.,  au  durch 
'.  //,  0,  so  erhalten  wir  eine  ganze  Function  0(#,  ?/,  z),  die  in  Bezug 
auf  jede  der  Veränderlichen  vom  dritten  Grade  ist.  Diese  Function 
hat  die  Eigenschaft,  zu  verschwinden,  wenn  für  x,  y,  z  drei  Grössen 
der  Reihe  ax,  a.2  •  ■  ■  a-  gesetzt  werden.  Daraus  folgt,  dass  sie  iden- 
tisch verschwinden  muss.     Demnach  ist  identisch: 

(x      x  =  (x  —  z)cp(y)(p(x,s)  tp{x)g,{y, :  i  _ 

yk  '  y)  (*  —  y)tp{z) 

Geben  wir  der  Grösse  z  einen  constanten  Werth  c  und  bezeichnen 


so  ist  demnach 


[x  —  c)  w(x,  C)  .  /    \ 

W  \       >     J  I  _    y 


xp{x)  ist  eine  ganze  Function  dritten  Grades  von  x.  Diese  können  wir 
auf  die  Form  bringen: 

Jß(x)  =  c>(»  —  if>(x), 

wo  il<(x)  eine  ganze  Function  zweiten  Grades  bedeutet.     Dann  ist: 

(33)  cp  (x,  y)  =  gfr)»^!*^- ' 

Auf  diese  Weise  sind  jetzt  die  Functionen  px  und  pxi  durch  sechs 
Hülfsgrössen  ausgedrückt,  nämlich  die  Coefficienten  fx ,  f2,  fz  der  kubi- 
schen Function  <p(x)  und  die  der  quadratischen  Fimction  il>(x): 
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ay.  —aX 

Dies  sind  bekannte  Formeln  aus  der  von  Herrn  Weierstrass  aufgestellten 

CD 

allgemeinen  Theorie  der  hyperelliptischen  Functionen. 

Es  sollen  jetzt  anstatt  dieser  sechs  Hülfsgrössen  andere  eingeführt 
werden;  nämlich  diejenigen  Werthe  xi}  x2,  x3,  wofür  die  kubische 
Function  cp (x)  verschwindet,  und  diejenigen  Weriheyif  y2,  y3,  welche 
die  quadratische  Function  4>(x)  annimmt,  wenn  x]}  x.,,  xs  für  x  gesetzt 
wird.  Es  ist  also  tp{xh)  =  0,  1>(xA)  =  ij/,  (Ji  =  1,  2,  3),  daher: 
(35)  <p(x)  =  (x  —  xi)(x  —  x.2)  (x  —  x:i),' 

Hieraus  folgt: 

(p(x    x'\  =  fp(x)ip(x')  —(p(x)ip(x) 

^    ;        '  X —  X  7 

Daher  erhalten  wir: 

Px2  =  (ax  —  xx)  (ax  —  x2)  (ax  —  xs), 

JH-P.&  £  \(ax-xk)(ai-xM)V'(xk)\' 

Von  den  beiden  Gleichungen  (D)  und  (E)  giebt  die  erste,  wenn 
wir  für  die  Grössen  pxi  und  pXfl  ihre  Ausdrücke  einsetzen,  die  Dar- 
stellung von  py.xh: 

.  =  v*p*Pm  yi       y_n         r    1  1    i| 

aX  ~  «u  Jf^i   lK  -  xk)  q>'(xh)    U'.u  -    xh  "/.    -  *  J  J  ' 

also : 

(38,       p.!,  _  m>xp„  ^  {^-^-.^(«,,-.,,)y>J  ' 

Eine  andere  Darstellung  liefert  die  letzte  Gleichung.  Setzt  man  näm- 
lich in  dieser  für  paY}  p^g,  PßY,  paö  ihre  Summen- Ausdrücke,  so  er- 
giebt  sich: 

(a«—_  ajVS—  ad) 

3  3 


<37>  ^/ 


yyj VhVk r         i 

j={   k^i     \  ^Y  ~  Xh)  (« t  ~  Xk  )  V   (  *A  )  9    (  «jfc )     L  (««  -  J7,  I  (a(i  ~  **) 

1 
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Führt  man  hier  die  Subtraction  anter  dem  Summenzeicherj  aus  and 
bezeichnet  zur  Abkürzung: 

('/«  —  x)  (dp  —  x)  (ay  —  x)  (aj  —  x)  mit  P(a;), 

so  ergiebt  sich,  da 

—  xh)  (o«  —  xk)  —  (aa  —  x,)  (ctß  —  xk)  =  (aa  —  afi)  {xk  —  xh) 

ist : 

_«L7«()  y  y  J  (ay-g*)  K»-*^  (**-**)  i//,  y*  [ 

PaPßPyPi^"''  M%4{\       P^  -V\**)V'(**)       f 

Der  Ausdruck  auf  der  rechten  Seite  ist  eine  homogene  quadratische 
Function  von  yx ,  y.,7  y3.  Die  Coefficienten  von  ?/,',  //.,'-',  y .,'-'  sind 
offenbar  Null;  dagegen  der  Coefficient  von  */,//.,: 

i  ">•  -*i)(gJ-  ,    (_a>  -  -S )  («J  -gi)<  *a - 5_) . 

P(a?t)  P{xt)  tp  (xt)  cp'  (x, l        '        Pia;,)  7J  [as,)  tp'fa)  q. 

Dies  ist 

=        (aY~ad)  (^i-^)2    =         -  («>■  -  « j) 
P(ar,)P(a;s)  9»' («,)»' (a^)  P(a:i)P(a 

Nun  ist  offenbar 

F{x,)P{x,)  PM—pSpftfpi*', 

daher: 


P{Xt)  P  X2)  cp'  (X3)  pff2  ,v>  pyzpd2  qp'  (  ^  , 

Die  beiden  andern  Coefficienten  ergeben  sich  hieraus  durch  Vertauschung 
der  Indices.     Demgemäss  erhalten  wir: 


3 

-yrtiVz    y, 

PaPtiPyPd  jfe 


Wir  bezeichnen  jetzt  durch  R(x)  die  ganze  Function  siebenten  Grades, 
welche  durch  Multiplication  der  sieben  Linearfactoren  aa  —  x  her- 
vorgeht : 

(39)  R(x)  =  («,  -  x)  (a2  -  x)  ■  •  •  {a-  — 

und  durch  p  das  Product  der  sieben  Grössen  p^  .  p..  ■  ■  ■  p..    Dann  ist 

(ox  -  x) (ax  -  x^aM  -  x)  '     pa pfi py  pd  p 

folglich : 

Vergleicht  man  diese  Darstellung  mit  der  zuerst  gegebenen,  so  sieht 
man,  dass  beide  genau  übereinstimmen,  bis  darauf,  dass  an  die  Stelle 
von   yh: 
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_yA_y*y1R{^±==    ;    (Ä  _  i,  2,  3) 
p        vh 

getreten  ist.  Dies  ist  offenbar  nur  dadurch  möglich,  dass  die  Grössen 
y,,'  den   entsprechenden  y,,  gleich  sind;  es  muss  also 

—  V\ Vi 2/3 RM=  p yh2     {h  =  \,  2,  3) 
sein.     Hieraus  folgt,  wenn  wir  die  drei  Gleichungen  multipliciren: 

—  V\  y-iVs  R(xx)R  (x2)  R  (x3)  =  i?3 , 
und  da  offenbar 

R(xx)  R{x.2)  Rix.,)  =  f  ist: 

(40)  —  yiyiy,=p\ 

mithin : 

(41)  yh*  =  R(xh). 

Es  bleiben  noch  die  Argumente  durch  Integrale  erster  Gattung 
auszudrücken.  Wir  wollen  i>,  v,  v"  als  Argumente  auffassen,  was  einer 
linearen  Transformation  gleichkommt.     Wir  setzen: 

?J^  ^  «log^ 

dv        '  dv         '  dv      ' 

A,  B,  C  sollen  willkürliche  Constanten  bedeuten.  Dieser  Ausdruck  F 
hat  die  Eigenschaft,  dass,  wenn  wir  ihn  mit  606y.  multipliciren,  er 
übergeht  in  eine  grade  Theta- Function  zweiten  Grades  mit  dem  Index 
x,  und  zwar  eine  solche,  welche  verschwindet,  wenn  die  Argumente 
gleich  Null  gesetzt  werden.  Functionen  derselben  Art  sind  die  sechs 
Producte  Ga6ay  {a  =  1,  2  •  •  •  7,  aber  ^  x).  Die  Anzahl  der  linear  un- 
abhängigen Theta-Functionen  zweiten  Grades  mit  dem  Index  x,  welche 
grade  sind,  ist  vier;  zwischen  je  fünf  derselben  muss  also  eine  lineare 
Gleichung  bestehen.     Stellen  wir  daher  das  System  auf 

tfßtfax»       GßGßy.,       6y6yy.,       GaßyGdXft) 

so  muss  zwischen  Fö0öy.  und  diesen  vier  Producten  eine  lineare  homo- 
o-ene  Gleichung  bestehen.  In  dieser  muss  der  Coefficient  des  Gliedes 
öaßyöj).,*  den  Werth  Null  haben,  weil  dieses  das  einzige  ist,  welches 
nicht  verschwindet,  wenn  die  Argumente  gleich  Null  gesetzt  werden. 
Wir  erhalten  also: 

(43)  F<5U  ox  =  ^(ka  G*  <?«*)• 

tt,fi,y 

Die  Coefficienten  ka,  fy,  kY  werden  bestimmt  durch  die  Anfangsglieder. 

Das  der  Function 
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erhalten  wir,    wenn    wir  axv       v    für  6X)  vi      -  v"2  für  (fa  einsetzen. 
Dasselbe  ist  also: 

(vv"  —  r'-)  \A„.       B)       >>>,>■       v)    •!'"       2Bv  -f  G\  . 
Dieser  Ausdruck  muss 

=    y,(lc„vavux) 

sein.     Setzerj   wir  nun  v  =  1,  v  =  )>,  v"  =  p2,  so  wird 

w"  —  v'2  =  ()•     Ar"  —2Bv  -f  G't;  =  yl pa  -  27>>  +  6'; 

vavax  =  (ax«  —  v)  {aa  —  i>)2; 

wir  erhalten  also  zur  Bestimmung  der  Coefficienten  folgende   Formel 

(44)  i   I  p ■•'  -  2  />>  +  C)  =  ^(tB («.  - pf) , 

«,(*>Y 

welche  identisch,  für  alle  Werthe  von  p,  gilt. 
Aus  (43)   folgt: 

u.i.y 

Für  puy  setzen   wir  den  gefundenen  Summen- Ausdruck ;  ebenso  fürp«-': 

{aa  —  #,)  (a«  —  '.,  |  (aa   —  x3).     Dann  ergiebt  sich: 

oder: 

Nun    folgt   aus    der   Gleichung   (4h.     wir    man    leicht    sieht,    die    all- 
gemeinere : 

^ {*«(««— !»)(»«  -«)}  =  — {^Pfl       B   p   f   7    -|    C}j 

es  ist  daher: 

/,  {&<«  ( a«  —  a?0  (aa  —  #,)}  =  { A  a ,  gj        />'  |  ^  -f-  xt)  -f  C}, 

mithin: 

Wir   setzen  jetzt   für  J.   /•/ ,   (7  die    Differentiale    dv,  dv,  dv'\     Dann 
geht  F  in  </  log  p„  über,  und  da 

3 

d  log  j)x 


^1 


ei  -  "• 
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ist,  so  erhalten   wir: 
s 


^  |  <lr  I  VI  /  {xkxldv  — ■  (xk  -f  a;t) dv  +  dv") yh    [ 

Diese  Gleichung  muss  gelten  für  x  =  1,  2  •  •  -7.  Das  ist  nur  da- 
durch möglich,  dass  in  beiden  Summen  die  einzelnen  Glieder  überein- 
stimmen : 

dxh  xk  xt  dv  —  ( xk  -f-  .t,)  d«'+  ^v" 

-<//,    ~  l-''/,  -«*)(«*  -xlf~ 

Löst  man  diese  drei  Gleichungen  nach  dv,  </V,  </r    auf,  so  ergiebt  sich: 

3 


*-2(-fe-). 


=  2(^r)> 


3 


Berichtig  ungei 
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8.     72  Z.     4  v.  u.  lies  F'„  für  F 


<<  'i 


S.  14  Z.     7  v.  ü.  lies    ?±»  für     L±l- 

2                  2  S.  75  Z.  13  v.  a.  lies  ^yax  für  ^yx< 

8.  21  Z.  10  v.  u.  lies  .•-*'  -f- e*1     für  S.  76  Z.  13  v.  o.  lies  a»^ax  für  w^a. 

o*'  -fff*-'.  S.  77  Z.  10  v.  u.  lies  gi  für  0. 

S.  25  Z.  17  v.  u.  lies  Qi(  für  0.  s-  83  Z.  11  v.  o.  lies 

S.  29  Z.     7  v.   u.  lies  (59)  lur  (60).  J'     <*/***  *         /-     a     ,y     *     , 

S.  48  Z.     9  v.  o.  lies  fd.,u  für  fdy.  S.  109  Z.  12  v.  o.  lies  fcwi  für  Am. 

S.  48  Z.     1  v.  u.  lies  (b)  für  (6).  S.  122  Z.  15  v.  u.  lies    W H{*]  j    für 
S.  49  Z.  11  v.  o.  lies  (11)  für  (4). 
S.  51  Z.  13  v.  o.  lies  Formel  (f)  =  0. 

S.  66  Z.     9  v.  o.  lies  QLH..  für  QLH.  S.  125  Z.  12  v.  u.  lies  <PÜ  für  <D. 

„    ,  ,             ,.       ,,  ,  r(.      ,,.  S.  126  Z.  19  v.  o.  lies  <t>u  für  <t>0. 

S.  56  Z.  16  v.  o.  lies  Hi    {ar  11  .  ^ak                           ■                     •        _ 

P  S.  145  Z.  6  v.  u.  lies  (a  =  1,  2  •  •  7). 

S.  61  Z.     6  v.  u.  lies  cx  für  c.  g  153  z  6  v  0  He8  ^  für  ^ 

S.  69  Z.     1  v.  u.  lies  c        für  cx  s.  154  Z.  17  v.  u.  lies  IJ  für  L°. 
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